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1 Einleitung

Turbulente Str�omungen spielen in vielen technischenAnwendungen eine wichtige Rolle. So

wird einerseits der Wirkungsgrad von W�armetauschern durch die turbulenteVermischung

erheblich verbessert, andererseits hat die Turbulenz eine Erh�ohung des Druckverlustes

zur Folge. In Brennkammern ist die Turbulenz verantwortlich f�ur die Durchmischung

von Brennsto� und Sauersto�tr�ager, in Chemiereaktoren f�ur die Vermischung der an der

Reaktion beteiligten Sto�e. Aerodynamische Fragestellungen �ndet man vor allem im

Flugzeug-, Str�omungsmaschinen- und Fahrzeugbau. Dort interessieren vor allem Wider-

stands- und Auftriebsbeiwerte, die ebenfalls stark durch die Turbulenz der Str�omung

beein
u�t werden. Auch das Auftreten einer Str�omungsabl�osung h�angt ganz wesentlich

vom Turbulenzgrad der Str�omung ab. In Str�omungsmaschinen verursacht die Abl�osung

einen Leistungsverlust, bei der Umstr�omung eines Trag
�ugels ein Zusammenbrechen des

Auftriebs. Ganz allgemein wird durch eine Abl�osung der Impuls-, W�arme- und Sto�trans-

port erh�oht und es h�angt vom Anwendungsfall ab, ob dies erw�unscht ist oder nicht.

Das k-�-Turbulenzmodell ist das bei weitem am h�au�gsten verwendete Turbulenzmodell.

Der Erfolg dieses Turbulenzmodells ist auf seine relativ hohe numerische Stabilit�at, seine

vergleichsweise universelle Einsetzbarkeit und einfache Handhabung zur�uckzuf�uhren. Es

basiert jedoch auf sehr weitgehenden physikalischen Vereinfachungen, die in vielen An-

wendungen ingenieurtechnisch inakzeptabel schlechte Ergebnisse zur Folge haben.

In wissenschaftlichen Publikationen und in Prospekten kommerzieller Programmanbieter

werden daher immer h�au�ger di�erentielle Reynolds-Spannungsmodelle propagiert, die

zumindest strukturell alle turbulenten Transportprozesse ber�ucksichtigen und daher von

gr�o�erer Allgemeing�ultigkeit sind. Nachteilig ist an diesen Modellen jedoch der ungleich

h�ohere numerische Aufwand, der eine Anwendung dieser Modelle nur in Ausnahmef�allen

zul�a�t. Zudem ist h�au�g unklar, ob die erzielbaren technischen Verbesserungen diesen

Aufwand rechtfertigen. Es ist meist sinnvoller, die Berechnung mit einem einfacheren

Turbulenzmodell, daf�ur aber guter numerischer Au
�osung des Str�omungsfeldes durchzu-

f�uhren, als umgekehrt.

Der Erfolg einer numerischen Simulation h�angt aber keineswegs nur vom Turbulenzmodell

ab. Im Unterschied zu rein wissenschaftlichen Arbeiten, in denen meist sehr einfache

Str�omungsgeometrien behandelt werden, m�ussen in der industriellen Anwendung oft geo-

metrisch komplizierte Str�omungsprobleme untersucht werden. Die exakte Modellierung

der Geometrie und die hinreichende numerische Au
�osung des Str�omungsfeldes sind Vor-

aussetzung f�ur eine zuverl�assige Str�omungsberechnung. Vor diesem Hintergrund sind nu-

merische Stabilit�at und E�zienz des Turbulenzmodells auch bei schlechter numerischer

Au
�osung des Str�omungsgebietes und stark verzerrten numerischen Netzen entscheidend

f�ur die Eignung des Modells f�ur industrielle Anwendungen.

Diese Beobachtungen f�uhrten seit etwa 1990 vor allem in den USA zu der Entwicklung

sogenannter expliziter algebraischer Reynolds-Spannungsmodelle. Diese Modelle k�onnte

man auch als nichtlineare k-�-Modelle bezeichnen, um die Verwandtschaft mit dem Stan-

dard k-�-Modell zu verdeutlichen. Sie unterscheiden sich vom Standard k-�-Modell in

zweierlei Hinsicht. Zum einen sind die Modellkoe�zienten vom lokalen Str�omungsfeld
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abh�angige Gr�o�en. Zum anderen wird die lineare Beziehung zwischen den turbulenten

Spannungen und dem Geschwindigkeitsfeld durch eine etwas komplexere und allgemein-

g�ultigere nichtlineare Beziehung ersetzt. Viele der dem k-�-Modell anhaftenden Probleme

werden auf die ungeeignete Modellierung der Dissipationsgleichung zur�uckgef�uhrt. Im

Zuge der oben genannten Entwicklungen sind auch einige alternative Modellierungen der

Dissipationsgleichung vorgeschlagen worden, die in einzelnen Anwendungen signi�kante

Verbesserungen gebracht haben.

Diese neuen Modelle sind jedoch bislang nur sporadisch zur Berechnung komplexer turbu-

lenter Str�omungen verwendet worden. Sie be�nden sich noch im Stadium der Entwicklung

und eine systematische Untersuchung dieser Modelle auf Basis des gleichen numerischen

Verfahrens fehlt v�ollig. Letzteres ist aber f�ur eine eindeutige Beurteilung der Modelle

unbedingt erforderlich. Hinsichtlich der tats�achlich erzielbaren Verbesserungen und deren

physikalischen Ursprungs �ndet man in der Literatur nur sehr ungenaue und ebenfalls

widerspr�uchlicheAngaben. Ein vor allem in der industriellenAnwendungwichtiger Aspekt

ist der der numerischen Stabilit�at und E�zienz. Diese h�angen nat�urlich vom numerischen

Verfahren ab, so da� diesbez�ugliche Angaben in der Literatur nur bedingt auf andere

numerische Verfahren �ubertragbar sind.

Zielsetzung der vorliegenden Arbeit ist die Umsetzung dieser neusten Entwicklungen in

die industrielle Anwendung. Angesichts des skizzierten Entwicklungsstandes erfordert dies

o�ensichtlich eine grundlegende und vor allem systematische Untersuchung dieser neuen

Modellgeneration.

Dazu werden in einem ersten Schritt die neuen Modelle systematisch aus den Transport-

gleichungen der turbulenten Spannungen abgeleitet und in einheitlicher Form dargestellt.

In einem zweiten Schritt werden die elementaren Eigenschaften der Modelle diskutiert.

Dabei werden Str�omungsprobleme behandelt, die eine isolierte Untersuchung einzelner

physikalischer Aspekte erm�oglichen. Auf diese Weise wird herausgearbeitet, inwieweit

die neuen Modelle die Physik turbulenter Str�omungen genauer beschreiben. Erst im

dritten Schrittwerden die neuenModelle dann auf zwei sehr komplexe Str�omungsprobleme

angewendet, in denen sich die einzelnen physikalischen Aspekte �uberlagern. Dies ist zum

einen der klassische Testfall der Str�omung �uber eine zur�uckspringende Stufe und zum

anderen die abl�osende Str�omung �uber einen 2-dimensionalen H�ugel. Da das numerische

Verfahren einen erheblichen Ein
u� auf die L�osung hat, werden die Ergebnisse sorgf�altig

mit experimentellen Daten und anderen numerischen Arbeiten verglichen.

Die vorliegende Arbeit erfolgte in Zusammenarbeit mit der Ansys.Inc, USA, deren

CFD-Code Flotran zur Untersuchung dieser neuen Generation expliziter algebraischer

Reynolds-Spannungsmodelle eingesetzt wurde.
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2 Herleitung der Turbulenzmodelle

In dieser Arbeit werden algebraische Reynolds-Spannungsmodelle untersucht. Algebraisch

bezieht sich dabei auf den Zusammenhang zwischen turbulentenSpannungen und lokalem

Geschwindigkeitsfeld (Deformationsfeld). Gemeinsam ist allen algebraischen Reynolds-

Spannungsmodellen, da� die Spannungen eine lokale Funktion der Geschwindigkeitsgra-

dienten Ui;j, der Turbulenzenergie k und der Dissipation � sind

uiuj = f (Ui;j; k; �) : (2.1)

Die Turbulenzenergie und die Dissipation dienen dabei zur Charakterisierung der lokalen

Turbulenzstruktur, sie werden durch L�osung ihrer Bilanzgleichungenbestimmt.Die Bilanz-

gleichung der Turbulenzenergie ist mit den turbulentenSpannungen�uber den Produktions-

term gekoppelt

Pk = �uiuj Ui;j ; (2.2)

so da� die Formulierung der Spannungs-Deformations-Beziehung auch in die Charakteri-

sierung der lokalen Turbulenzstruktur eingeht. Die Modellierungder k-Transportgleichung

ist ansonsten relativ unkritisch. Problematisch ist hingegen die Modellierung der Dissipa-

tionsgleichung, die zum Teil auf sehr weitgehenden Modellierungsannahmen beruht.

Im folgenden sind daher zwei verschiedene Aspekte zu unterscheiden. Zun�achst wird

die Entwicklung algebraischer Spannungs-Deformations-Beziehungen besprochen. Diese

werden sukzessive aus der Transportgleichung der turbulenten Spannungen gewonnen

oder basieren auf sogenannten konstitutiven Gleichungen. Beiden Methoden liegen die

gleichen physikalischen Annahmen zugrunde. Der zweite Teil besch�aftigt sich dann mit

der Modellierung der Dissipationsgleichung, die, wie sich zeigen wird, nicht zwangsl�au�g

an die Modellierung der Spannungs-Deformations-Beziehung gekoppelt ist.

Im Sinne der obigen De�nition z�ahlt auch das Standard k-�-Modell zur Klasse der al-

gebraischen Reynolds-Spannungsmodelle. Es wird sich zeigen, da� das k-�-Modell in der

Hierarchie der algebraischen Reynolds-Spannungsmodelle ganz am Ende steht, es basiert

auf den jeweils weitestgehenden physikalischen Annahmen.

Hingewiesen sei an dieser Stelle noch auf eine wegweisende Arbeit von Gatski und

Speziale [GS92], die einige der hier dargestellten Zusammenh�ange erstmals aufgezeigt

haben.

Alle Gleichungen werden in Tensornotation angegeben, wobei von der Einsteinschen Sum-

mationskonventionGebrauch gemacht wird, d.h. �ubermehrfach in einemTerm auftretende

Indizes ist zu summieren.

2.1 Massen- und Impulsbilanz

In dieser Arbeit werden ausschlie�lich inkompressible Str�omungen mit konstanter Dichte

behandelt. Nach Einf�uhrung der ReynoldsschenMittelung lautet die Massen- und Impuls-

bilanz wie folgt:
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@Uj

@xj
= 0 (2.3)

�
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Die in der Impulsbilanz auftretenden Korrelationen uiuj bezeichnet man als turbulente

Spannungen oder auch als Reynoldssche Spannungen, deren Berechung ist Aufgabe des

Turbulenzmodells.

2.2 Das Standard k-�-Modell

Das Standard k-�-Modell wurde urspr�unglichaus einer Analogie zum Newtonschen Schub-

spannungsansatz entwickelt. Die turbulentenSpannungen sind demnach eine Funktion der

lokalen Geschwindigkeitsgradienten

�uiuj = ���
 
@Uj

@xi
+
@Ui

@xj

!
+
2

3
�k�ij (2.5)

mit dem Proportionalit�atsfaktor �� , den man als Wirbelviskosit�at oder auch turbulente

Viskost�at bezeichnet. Auf diese Weise wird der turbulente Impulstransport, der streng

genommen ein konvektiver Transportvorgang ist, durch einen di�usivenAnsatz modelliert.

Auf diesen di�usiven Ansatz sind die relativ angenehmen numerischen Eigenschaften des

k-�-Modells zur�uckzuf�uhren. Die Turbulenz wirkt so, als ob sich die Viskosit�at des Fluides

lokal vergr�o�ert. Dadurch wird die numerische Stabilit�at und E�zienz des iterativen

L�osungsvorganges erheblich verbessert.

Nach einer Idee von Jones und Launder [JL72] bestimmt man die Wirbelviskosit�at

wiederum aus der Turbulenzenergie und der Dissipation

�� = �C�

k2

�
; (2.6)

wobei C� ein empirisch anzupassender Koe�zient ist. Die Turbulenzenergie und die

Dissipation erh�alt man aus den entsprechenden Transportgleichungen, die hier in ihrer

Standardmodellierung angegeben sind.
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�2

k
+

@

@xj

"�
�+

��

��

�
@�

@xj

#
(2.8)

Die Modellierung der k-Gleichung bereitet relativ wenig Probleme, da Modellannahmen

lediglich im Di�usionsterm erforderlich sind, die wiederum vergleichsweise unkritisch sind.

Die angegebene Standardmodellierungder Dissipationsgleichungbasiert auf einer Analogie

zur Bilanzgleichung der Turbulenzenergie, wobei der Produktions- und Dissipationsterm
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aus Dimensionsgr�unden mit �=k, und zur Anpassung an reale Str�omungen zus�atzlich mit

den Koe�zienten C�;1 bzw. C�;2 multipliziert werden. Die Modellierung der �-Gleichung

beruht also eher auf Intuition, denn auf einer strikten Herleitung.

Die in diesem Modell auftretenden Koe�zienten wurden empirisch an eine Reihe einfacher

Str�omungen angepa�t. �Ublicherweise werden die folgenden Koe�zienten verwendet:

C� = 0:09 C�;1 = 1:44 C�;2 = 1:92 �k = 1:0 �� = 1:3

Angemerkt sei an dieser Stelle, da� die im folgenden noch herzuleitenden algebraischen

Reynolds-Spannungsmodelle alle auf Basis dieses Standardk-�-Modells entwickelt wurden.

2.3 Deformations- und Rotationstensor

DenQuotientenaus TurbulenzenergieundDissipation � = k=� bezeichnetman als makros-

kopisches Zeitma�, er gibt die mittlere Lebendauer eines Turbulenzwirbels an. De�niert

man ferner den symmetrischen Deformationstensor Sij und den antisymetrischen Rota-

tionstensorWij

Sij =
1

2

 
@Ui

@xj
+
@Uj

@xi

!
Wij =

1

2

 
@Ui

@xj
� @Uj

@xi

!
; (2.9)

so kann man dimensionslose Invariante dieser Tensoren der folgenden Form angeben

� =
k

�

q
2SijSij � =

k

�

q
2WijWij : (2.10)

Interpretiert man den Ausdruck 1=
q
2SijSij als Zeit, die f�ur die Entstehung eines Turbu-

lenzwirbels ben�otigt wird, so gibt die Invariante � die auf die mittlere Entstehungszeit

bezogene charakteristische Lebensdauer eines Turbulenzwirbels an. Man kann � auch als

mittlere Deformation deuten, die ein Turbulenzwirbel in seiner Lebenszeit erf�ahrt.

Es ist o�ensichtlich, da� � und � sinnvolle Parameter zur Charakterisierung der lokalen

Turbulenzstruktur sind. Diese Parameter dienen im folgenden dazu, die in den Modellen

auftretenden Koe�zienten an die lokale Turbulenzstruktur anzupassen.

Kritisch anzumerken ist jedoch, da� sie die lokale Deformation lediglich betragsm�a�ig

enthalten (SijSij = S211+S212+ : : : � 0), also nicht zwischen unterschiedlichen Vorzeichen

unterschieden werden kann. So wird � in einem divergierenden Kanal den gleichen Wert

aufweisen wie in einem konvergierenden Kanal, obwohl die axiale Beschleunigung bzw.

Verz�ogerung sehr unterschiedliche Auswirkungen auf die Turbulenz haben. Es ist im

Einzelfall darauf zu achten, ob die lokale Turbulenzstruktur tats�achlich durch � und �

charakterisiert werden kann.

2.4 Transportgleichung der Reynoldsschen Spannungen

Ausgangspunkt f�ur die folgenden Betrachtungen sind die Transportgleichungender turbu-

lenten Spannungen, wie sie z.B. in [Hin75, Rod70] gegeben sind:
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Duiuj

Dt
= Pij � �ij +�ij +Dij � 2
m (emkjuiuk + emkiujuk) ; (2.11)

Pij = �ujuk
@Ui

@xk
� uiuk

@Uj

@xk

�ij = 2�
@ui

@xk

@uj

@xk

Dij =
@

@xk

"
uiujuk � �

@uiuj

@xk
+
p

�
(�jkui + �ikuj)

#

�ij =
p

�

 
@ui

@xj
+
@uj

@xi

!

wobei Pij der Produktions-,Dij der Di�usions- und �ij der Dissipationsterm ist. Der Dissi-

pationsterm wird �ublicherweise in einen isotropen und deviatorischen Teil aufgespalten

�ij =
2

3
��ij � �Dij ; (2.12)

wobei letzterer �ublicherweise zusammen mit der Druck-Scher-Korrelation �ij modelliert

wird

�ij = �ij � �Dij : (2.13)

Der letzte Term in Gleichung (2.11) stellt die Corioliskr�afte dar und 
m ist die Winkel-

geschwindigkeit des rotierenden Systems.

F�ur die folgendenBetrachtungen ist es sinnvoll, in die TransportgleichungdenAnisotropie-

tensor

bij =
uiuj � 2

3
k�ij

2k
(2.14)

einzuf�uhren. Unter Verwendung der Transportgleichung der Turbulenzenergie

Dk

Dt
= Pk � �+Dk ; (2.15)

�ndet man dann f�ur die Transportgleichung der turbulenten Spannungen (2.11)

2k
Dbij

Dt
�Dij +

uiuj

k
Dk = Pij � �ij +�ij �

2

3
��ij �

uiuj

k
(Pk � �) : (2.16)

Turbulenzmodelle, die auf der Modellierungdieser Transportgleichungbasieren, bezeichnet

man als (di�erentielle)Reynolds-Spannungsmodelle.Probleme bereitet dabei vor allem die

Modellierung der Druck-Scher-Korrelation �ij, die im folgenden behandelt wird.

2.5 Druck-Scher-Korrelation

Viele der heute noch verwendeten Modelle der Druck-Scher-Korrelation basieren auf einer

Arbeit von Launder, Reece und Rodi [LRR74] und einer grundlegenden Idee von

Rotta [Rot51]. Man spaltet die DSK in einen schnellen �ij;1 und einen langsamen Teil
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�ij;2 auf, die die Wechselwirkung des Druckes mit den Geschwindigkeitsschwankungen

bzw. mit dem zeitlich gemittelten Geschwindigkeitsfeld beschreiben.

p

�

 
@ui

@xj
+
@uj

@xi

!
= �ij;1 +�ij;2 (2.17)

Die beidenTerme wurden vonLaunder et al [LRR74] in der folgendenWeise modelliert:

�ij;1 = � C 0
1

k

�

�
uiuj �

2

3
�ijk

�
(2.18)

�ij;2 = � C 0
2
+ 8

11

�
Pij �

2

3
Pk�ij

�
� 30C 0

2
� 2

55
k

 
@Ui

@xj
+
@Uj

@xi

!
(2.19)

� 8C 0
2 � 2

11

�
Dij �

2

3
Pk�ij

�

mit

Pij = �ujuk
@Ui

@xk
� uiuk

@Uj

@xk
Dij = �ujuk

@Uk

@xi
� uiuk

@Uk

@xj

Die Konstanten wurden in der Originalarbeit [LRR74] zu C 0
1=1.5 bzw. C

0
2=0.4 bestimmt.

Etwas andere Konstanten werden von Taulbee [Tau92] vorgeschlagen, die eine bessere
�Ubereinstimmung mit den Messungen von Champagne et al [CHC70] in homogenen

Scherstr�omungen ergeben. Die Koe�zienten nehmen in diesem Fall die Werte C 0
1=1.8 und

C 0
2=0.52 an.

Zahlreiche Anwendungen des LRR-Modells haben gezeigt, da� es vorteilhafter ist, den

zweiten und dritten Term auf der rechten Seite der Gleichung (2.19) wegzulassen. Die

Koe�zienten des resultierenden vereinfachten Modells

�ij;1 = � C 0
1

k

�

�
uiuj �

2

3
�ijk

�
(2.20)

�ij;2 = � C 00
2

�
Pij �

2

3
Pk�ij

�
(2.21)

geben Gibson und Launder [GL77] mit C 0
1=1.6 bzw. C 00

2=0.6 an. Dieses vereinfachte

Modell wird in der Literatur h�au�g als das Basismodell oder auch kurz als das IP-Modell

(Isotropisation of Production) bezeichnet [Lau91, Lau92]; es ist das wohl am h�au�gsten

verwendete DSK-Modell.

F�uhrt man auch in diese DSK-Modelle den Anisotropietensor bij ein, so erh�alt man nach

einfachen Umformungen eine allgemeine Gleichung f�ur alle in bij linearen DSK-Modelle

[GS92, Gir95, Gir96]

�ij = �
�
C0

1
�+ C1

1
Pk
�
bij + C2kSij (2.22)

+ C3k

�
bikSjk + bjkSik �

2

3
bmnSmn�ij

�
+ C4k (bikWjk + bjkWik) :
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F�ur die Umrechung der Koe�zienten gelten die folgenden Vorschriften:

LRR- und TB-Modell

C0

1 = 2C 0
1

C1

1 = 0

C2 =
4

3

 
C 0
2 + 8

11
+
8C 0

2 � 2

11

!
� 2

30C 0
2 � 2

55
= 0:8

C3 = 2

 
C 0
2
+ 8

11
+
8C 0

2
� 2

11

!

C4 = 2

 
C 0
2 + 8

11
� 8C 0

2 � 2

11

!

GLIP-Modell

C0

1 = 2C 0
1 C1

1 = 0 C2 =
4

3
C 00
2 C3 = 2C 00

2 C4 = 2C 00
2

Tabelle 2.1: Koe�zienten der verwendeten linearen DSK-Modelle.

Modell C0
1 C1

1 C2 C3 C4

LRR 3.0 0 0.8 1.75 1.31

GLIP 3.6 0 0.8 1.2 1.2

TB 3.6 0 0.8 1.94 1.16

SSG 6.8 0 0.36 1.25 0.4

Abschlie�end sei noch die in [Gat96] angegebene linearisierte Version eines von Speziale,

Sarkar undGatski [SSG91] entwickelten DSK-Modells angegeben. Dieses Modell wurde

sehr sorgf�altig an homogene Str�omungen angepa�t. Die resultierenden Koe�zienten aller

in dieser Arbeit verwendeten DSK-Modelle sind in Tabelle 2.1 zusammengefa�t.

Es wird auf den ersten Blick deutlich, da� eine erheblicheDiskrepanz zwischen den Modell-

konstanten besteht, vor allem das SSG-Model weicht erheblich von den anderen Modellen

ab.

Resultierende Transportgleichung

Setzt man die allgemeine Form der DSK (2.22) in die Transportgleichung (2.16) ein, so

erh�alt man die resultierende Transportgleichung

2
k

�

Dbij

Dt
� 1

�

�
Dij �

uiuj

k
Dk

�
+ bij

��
C0

1 � 2
�
+
�
C1

1 + 2
� Pk
�

�
= (2.23)
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+

�
C2 �

4

3

�
k

�
Sij

+ (C3 � 2)
k

�

�
bikSjk + bjkSik �

2

3
bmnSmn�ij

�

+ (C4 � 2)
k

�
(bikWjk + bjkWik) ;

wobei in dem Rotationstensor nun noch die Winkelgeschwindigkeit 
m auftritt

Wij =
1

2
(Ui;j � Uj;i) +

C4 � 4

C4 � 2
emji
m : (2.24)

In den letzten Jahren sind zahlreiche kompliziertere in bij nichtlineare DSK-Modelle

[FLT87, SSG91] entwickelt worden, die zum Teil wesentlich bessere Ergebnisse liefern

als die linearen Modelle, ohne jedoch einen wirklichen Durchbruch darzustellen. Diese

Nichtlinearit�at f�uhrt aber zu weiteren Schwierigkeiten bei der Entwicklung in bij expliziter

algebraischer Reynolds-Spannungsmodelle, so da� diese DSK-Modelle im folgenden nicht

ber�ucksichtigt werden.

Die Transportgleichung (2.23) stellt ein System gekoppelter nichtlinearer partieller Dif-

ferentialgleichungen dar, deren numerische L�osung sehr aufwendig und vor allem bei 3-

dimensionalen Anwendungen kaum ernsthaft in Betracht gezogen werden kann. Dieses ist

die Motivation f�ur die Entwicklung algebraischer Reynolds-Spannungsmodelle, bei denen

die Notwendigkeit der L�osung weiterer partieller Di�erentialgleichungen entf�allt.

2.6 Implizite algebraische Reynolds-Spannungsmodelle

Die Transportgleichung (2.23) vereinfacht sich zu einer algebraischen Gleichung, wenn

Dbij=Dt = 0 und die Di�erenz der beiden di�usiven Terme auf der linken Seite klein

ist. Diese Bedingungen werden von homogenen turbulenten Str�omungen grunds�atzlich

erf�ullt. Gleiches gilt f�ur inhomogene turbulente Str�omungen, bei denen Produktion und

Destruktion turbulenter Spannungen lokal im Gleichgewicht stehen.Diese Gleichgewichts-

annahme ist damit eine fundamentale Annahme, die jedem algebraischen Reynolds-Span-

nungsmodell zugrunde liegt.

2.6.1 Der Ansatz von Gatski und Speziale

Folgt man den obigen �Uberlegungen [GS92], setzt

Dbij

Dt
= 0 (2.25)

und vernachl�assigt weiterhin die Di�erenz der beiden di�usiven Terme, so erh�alt man

unmittelbar die folgende algebraische Gleichung f�ur die Reynoldsschen Spannungen

bij

��
C0

1 � 2
�
+
�
C1

1 + 2
� Pk
�

�
=

�
C2 �

4

3

�
k

�
Sij (2.26)

+ (C3 � 2)
k

�

�
bikSjk + bjkSik �

2

3
bmnSmn�ij

�

+ (C4 � 2)
k

�
(bikWjk + bjkWik) :
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Der konvektive Term wird auf diese Weise vollst�andig vernachl�assigt und der di�usive

Transport der turbulenten Spannungen wird durch

Dij =
uiuj

k
Dk (2.27)

approximiert, wobei der Strukturparameter uiuj=k als im gesamten Str�omungsfeld kon-

stant angenommen wird. Im Bereich des logarithmischen Geschwindigkeitsgesetzes �ndet

man in der Tat f�ur u1u2=k den in guter N�aherung konstanten Wert 0.3. Diese Annahme

ist i.a. jedoch nicht gerechtfertigt, so da� der di�usive Transport letztlich auf sehr grobe

Weise modelliert wird.

Dieses Modell entspricht exakt dem algebraischen Modell von Rodi [Rod76]. Es ist

implizit in bij und der Produktionsterm der Reynoldsschen Spannungen bleibt vollst�andig

erhalten.

Der Quotient Pk=� und auch k
�
Sij nehmen dabei einen modellspezi�schen konstanten

Wert an. Damit strebt z.B. auch die dimensionslose Invariante des Deformationstensors

� = k
�

q
2SijSij gegen einen asymptotischen Grenzwert �1. Wie sp�ater noch gezeigt wird,

ergeben sich im Falle einer homogenen Scherstr�omung je nach Modellvariante Werte

zwischen �1 � 4:3 und �1 � 6:5. Der dazugeh�orige Quotient Pk=� liegt dann zwischen 1:8

und 2:1. Vergleichtman dieseWerte mit den charakteristischenWerten des logarithmischen

Bereichs einer Wandgrenzschichtstr�omung, � = 3:3 und Pk=� � 1, so wird deutlich, da�

die asymptotischen Grenzwerte relativ hochliegen.

Die algebraische Gleichung stellt nur asymptotisch f�ur �1 eine gute N�aherung an die

Transportgleichung dar. Wie sp�ater noch gezeigt wird, weicht die algebraische Gleichung

f�ur kleine � stark von der Transportgleichung ab.

2.6.2 Der Ansatz von Taulbee

Aufgrund dieser �Uberlegungenwurde vonTaulbee [Tau92] ein alternativer Ansatz vorge-

schlagen. F�ur kleine � gilt n�aherungsweise bij � �, so da�

D
bij
�

Dt
= 0 (2.28)

zu einer besseren asymptotischen L�osung f�ur kleine � f�uhrt und gleichzeitig wegen

D
bij
�

Dt
=

1

�

Dbij

Dt
� bij

�2
D�

Dt
= 0 (2.29)

auch n�aherungsweise die schon bekannte asymptotische L�osung f�ur gro�e � liefert (D�=Dt

strebt f�ur t!1 aymptotisch gegen Null). In homogenen Str�omungen vereinfachen sich

die Transportgleichungen der Turbulenzenergie (2.7) und der Dissipation (2.8) zu

Dk

Dt
= Pk � � (2.30)

D�

Dt
= C�;1

�

k
Pk � C�;2

�2

k
; (2.31)
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und damit �ndet man

D k
�

Dt
= � (C�;1 � 1)

Pk

�
+ (C�;2 � 1) : (2.32)

Mit den Abk�urzungen � =
q
2SijSij und � = k=� folgt weiterhin

1

�

D�

Dt
=

1

�

D�

Dt
+
1

�

D�

Dt
(2.33)

=
1

�

D�

Dt
+
1

�

�
(C�;2 � 1)� (C�;1 � 1)

Pk

�

�

und man erh�alt nach Einsetzen in (Gl.2.23) die folgende algebraische Transportgleichung

bij
k

�

D�

Dt
+ bij

��
C0

1
� 4 + 2C�;2

�
+
�
C1

1
+ 4� 2C�;1

� Pk
�

�
(2.34)

=

�
C2 �

4

3

�
k

�
Sij

+ (C3 � 2)
k

�

�
bikSjk + bjkSik �

2

3
bmnSmn�ij

�

+ (C4 � 2)
k

�
(bikWjk + bjkWik) :

Auch hier wird der konvektive Term vollst�andig vernachl�assigt und der di�usive Transport

in gleicher Weise modelliert wie nach dem Ansatz von Gatski und Speziale (Gl.2.27).

In dieser Transportgleichung treten zus�atzlich die Koe�zienten aus der modellierten

Dissipationsgleichung auf. Interessant ist, da� au�erdem konvektive Ein
�usse durch den

ersten Term auf der linken Seite ber�ucksichtigt werden. In homogenen Str�omungen ist

dieser konvektive Term gleich Null. Inwieweit dieser Ansatz eine bessere N�aherung an die

vollst�andige Transportgleichung darstellt, wird im n�achsten Kapitel gezeigt.

2.6.3 Bemerkungen zur impliziten Struktur der Modelle

Die hier abgeleiteten algebraischen Gleichungen sind implizit in bij, d.h. sie k�onnen i.a.

nicht nach bij aufgel�ost werden. Ihre Anwendung erfordert die iterative L�osung eines

nichtlinearen algebraischen Gleichungssystems.

Dieses an sich w�urde immer noch einen Rechenzeitgewinn gegen�uber der L�osung der

vollst�andigenTransportgleichungbringen.Die algebraischenModelle enthalten nachwievor

den vollst�andigen Produktionsterm Pij der turbulenten Spannungen, der f�ur die starke

Kopplung der turbulenten Spannungen verantwortlich ist. Erfahrungen mit dem alge-

braischen Reynolds-Spannungsmodell von Rodi [Rod76] haben jedoch gezeigt, da� diese

Kopplung und die gleichzeitig sehr grobe Modellierung des di�usiven Transportes der

turbulenten Spannungen das Modell au�erordentlich instabil machen. Die Anwendung

impliziter algebraischer Reynolds-Spannungsmodelle erfordert sehr feine numerischeNetze

und/oder sehr kleine Zeitschritte, so da� der Rechenzeitgewinn erheblich zusammen-

schrumpft. In vielen F�allen ist es schwierig, �uberhaupt eine konvergierte L�osung zu erzielen.
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Diese inh�arente Instabilit�at mag bei wissenschaftlichen Arbeiten noch hinnehmbar sein,

in der industriellen Anwendung ist sie jedoch nicht akzeptabel, so da� heutzutage von der

Anwendung dieser impliziten Modelle abgeraten wird [Les95, Lau95].

Dieser Sachverhalt f�uhrte zur Entwicklung in bij expliziter algebraischer Reynolds-Span-

nungsmodelle, die im folgenden behandelt wird.

2.7 Explizite algebraische Reynolds-Spannungsmodelle

2.7.1 Reihenansatz f�ur die turbulenten Spannungen

Die obigen Betrachtungen haben gezeigt, da� die turbulenten Spannungen o�enbar eine

Funktion des Deformations- und Rotationstensors, sowie der Turbulenzenergie und ihrer

Dissipation sind.

bij = f

 
Sij ;Wij;

k

�

!
(2.35)

Die turbulentenSpannungen kann man approximieren durch ein Polynom linear unabh�an-

giger Tensoren T � zweiter Ordnung, die sich mit dem Deformations- und Rotationstensor

bilden lassen

bij =
X
�

G�T
� : (2.36)

Die Koe�zienten G� sind ihrerseits Funktionen aller dimensionslosen Invarianten �i des

Deformations- und Rotationstensors.

Pope [Pop75] und sp�ater Speziale und Gatski [GS92] zeigen, da� in 2-dimensionalen

Str�omungen lediglich drei linear unabh�angige Tensoren

T 1 =
k

�
Sij (2.37)

T 2 =
k2

�2
(SkjWik + SkiWjk)

T 3 =
k2

�2

�
SikSjk �

1

3
SmnSmn�ij

�

und zwei skalare linear unabh�angige Invarianten existieren, die breits in Gleichung (2.10)

eingef�uhrt wurden.

� =
k

�

q
2SijSij � =

k

�

q
2WijWij

Der nur f�ur 2-dimensionale Str�omungen g�ultige resultierende Reihenansatz lautet damit

bij = G1

k

�
Sij (2.38)

+ G2

k2

�2
(SkjWik +WjkSki)

+ G3

k2

�2

�
SikSkj �

1

3
SmnSmn�ij

�
;
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wobei die Koe�zienten G� Funktionen der skalaren Invarianten � und � sind.

Die in diesem Ansatz auftretenden Koe�zienten G� bestimmt man nun durch Einsetzen

des Reihenansatzes in die algebraischen Gleichungen (2.26) bzw. (2.34). Das resultierende

Gleichungssystem ist nichtlinear in bij, weil auf der linken Seite der Quotient Pk=� steht,

der seinerseits eine Funktion der bij ist. Weiterhin tritt infolge dieser Nichtlinearit�at der

Koe�zient G1 zur dritten Potenz auf, so da� es mehrere L�osungen gibt, von denen aber

nur eine physikalisch korrekt sein kann [Gir95, Gir96].

Eine einfache Methode, dieses Problem zu umgehen, besteht darin, den Quotienten Pk=�

implizit zu behandeln, ihn also als bekannt vorauszusetzen. Dieser Weg wurde zuerst von

Pope [Pop75] eingeschlagen und f�uhrt zu einem semi-expliziten Modell. Die Anwendung

erfordert dann eine iterative L�osung �uber Pk=�. Gatski und Speziale [GS92] greifen

diese Idee auf und schlagen eine m�ogliche Linearisierung dieser Gleichung vor, in dem sie

f�ur Pk=� den asymptotischen Grenzwert einsetzen.

Erst k�urzlich wurde von Girimaji [Gir95, Gir96] eine vollst�andig explizite L�osung vorge-

schlagen, die, wie leicht zu zeigen ist, identisch mit der semi-expliziten L�osung von Pope

[Pop75] ist, jedoch keine Iteration mehr erfordert. Die auf diese Weise abgeleitetenModelle

werden im folgenden beschrieben.

2.7.2 Semi-explizite L�osung von Pope

Eine semi-explizite L�osung wurde von zuerst von Pope [Pop75] und sp�ater erneut von

Gatski und Speziale [GS92] vorgeschlagen. Diese Modelle sind explizit in bij, aber

implizit in Pk=�.

�1 =

�
4

3
� C2

�
g

2
�2 = (2� C4)

g

2
�3 = (2� C3)

g

2
(2.39)

C� =
3

3� �23�
2 + 3�22�

2
�1 (2.40)

Die Wahl des zur Algebraisierung der Transportgleichung verwendeten Ansatzes f�uhrt zu

unterschiedlichen Ausdr�ucken f�ur den Faktor g.

Ansatz von Gatski und Speziale

g =
1

C0

1

2
+ Pk

�
� 1

(2.41)

Ansatz von Taulbee

g =
1

C0

1

2
+C�;2 � 2 + (2� C�;1)

Pk
�
+ �

�
D�
Dt

(2.42)

Die Koe�zienten G� des Reihenansatzes ergeben sich dann wie folgt:
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Modell G1 G2 G3

POP �C� 4C��3 4C��2

Anwendungen dieses Modells sind dem Autor nicht bekannt.

2.7.3 Linearisiertes und regularisiertes Modell von Gatski und Speziale

Gatski und Speziale [GS92] weisen darauf hin, da� der Nenner in Gleichung (2.40) bei

sehr gro�er Deformation zu Null werden kann. Um dieses Problem zu vermeiden, schlagen

die Autoren eine Pad�e-Approximation vor, wonach man f�ur kleine �23�
2 mit

�23�
2 � 1� 1

1 + �23�
2

(2.43)

den folgenden regularisierten Ausdruck �ndet

C� =
3 (1 + �2

3
�2)

3 + 2�23�
2 + 3�22�

2
3�

2�2 + 3�22�
2
�1 ; (2.44)

wobei die Koe�zienten �1 bis �3 sich wieder aus

�1 =

�
4

3
� C2

�
g

2
�2 = (2� C4)

g

2
�3 = (2� C3)

g

2
(2.45)

ergeben und der Faktor g folgt aus

g =
1

C0

1

2
+ Pk

�
� 1

: (2.46)

Eine �Ubertragung dieses Vorgehens auf den Ansatz nach Taulbee ist ohne Probleme

m�oglich. Diese M�oglichkeit wird aber hier nicht weiter verfolgt, weil dieses Modell, wie

sich sp�ater noch deutlich zeigen wird, einige ung�unstige Eigenschaften aufweist und daher

nicht wirklich empfohlen werden kann.

Um die Iteration �uber Pk=� zu vermeiden, setzen die Autoren an dieser Stelle den asymp-

totischen Wert ein, der sich nach Gleichung (2.32) aus

Pk

�
=
C�;2 � 1

C�;1 � 1
(2.47)

ergibt. Das Modell wird auf diese Weise vollst�andig explizit.

Modell G1 G2 G3

GS �C� 4C��3 4C��2

Anwendungen dieses Modells als High-Reynolds-Number Modell sind dem Autor nicht

bekannt. Es wurde dagegen als Low-Reynolds-NumberModell sowohl vonGatski [Gat96]

als auch Abid et al [ARG95] zur Berechnung von Trag
�ugelstr�omungen verwendet,

wobei die Ans�atze f�ur die Koe�zienten als D�ampfungsfunktion dienen.
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2.7.4 Explizite L�osung von Girimaji

Eine vollst�andig explizite L�osung wurde von Girimaji [Gir95, Gir96] vorgestellt. Die

Schwierigkeit bestand, wie oben schon angesprochen, in der Auswahl der physikalisch

sinnvollen L�osung. Es ist leicht zu zeigen, da� dieses explizite Modell in der Tat identisch

mit der semi-expliziten L�osung von Pope ist.

In der Originalarbeit [Gir95] gibt Girimaji lediglich die explizite L�osung f�ur den Ansatz

von Gatski und Speziale (Gl.2.26) an, sie l�a�t sich aber auf den Taulbee-Ansatz

(Gl.2.34) �ubertragen, sofern man den TransporttermD�=Dt auf der linken Seite vernach-

l�assigt. Eine Ber�ucksichtigung dieses Termes w�are bei der in dieser Arbeit verwendeten

Methode der Finiten Elemente ohnehin schwierig. Die Geschwindigkeitsverteilung wird

innerhalb eines Elementes durch lineare Ans�atze approximiert, so da� die Auswertung

der im Transportterm auftretenden zweiten Ableitung der Geschwindigkeit problematisch

ist und inkonsistent zu der linearen Approximation w�are.

Algebraisches Modell von Gatski und Speziale

L01 =
C0
1

2
� 1 L11 = C1

1 + 1 L2 =
C2

2
� 2

3
L3 =

C3

2
� 1 L4 =

C4

2
� 1 (2.48)

Algebraisches Modell von Taulbee

L01 =
C0
1

2
�2+C�;2 L11 = C1

1+4�2C�;1 L2 =
C2

2
�2
3

L3 =
C3

2
�1 L4 =

C4

2
�1 (2.49)

Mit den Abk�urzungen

p = � 2L01
1

2
�2L11

r = � L01L2�
1

2
�2L11

�2 cos(�) =
�b=2q
�a3=27

q =
1�

1

2
�2L11

�2
��
L01

�2
+
1

2
�2L11L2 �

1

3
�2 (L3)

2
+ �2 (L4)

2

�

a = q � p2

3
b =

1

27

�
2p3 � 9pq + 27r

�
D =

b2

4
+
a3

27
(2.50)

�ndet man f�ur den Koe�zienten G1

G1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

L01L2=
h
(L01)

2
+ �2 (L4)

2
i

falls � = 0

L01L2=
h
(L01)

2 � 1

3
�2 (L3)

2
+ �2 (L4)

2
i

falls L11 = 0

�p
3
+
�
� b

2
+
p
D
�1=3

+
�
� b

2
�
p
D
�1=3

falls D > 0

�p
3
+ 2

q
�a
3
cos(�

3
) falls D < 0; b < 0

�p
3
+ 2

q
�a
3
cos(�

3
+ 2

3
�) falls D < 0; b > 0

(2.51)
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und f�ur die beiden �ubrigen Koe�zienten

G2 =
�L4

L01 � 1

2
�2L11G1

G1 G3 =
2L3

L01 � 1

2
�2L11G1

G1 : (2.52)

Die hier angegebenen Koe�zienten G� k�onnen unmittelbar in den allgemeinen Ansatz

eingesetzt werden. Der Koe�zient G1 entspricht wie bei den vorherigen Modellen dem

Koe�zienten C�, multipliziert mit �1.

Anwendungen dieser explizten L�osung auf komplexe turbulente Str�omungen sind dem

Autor bislang nicht bekannt.

2.8 Konstitutive Gleichungen

Einen etwas anderen Weg zur der Entwicklung algebraischer Reynolds-Spannungsmodelle

schlagen Shih et al [SZL93] vor. Unter der Annahme, da� die Reynoldsschen Spannun-

gen eine Funktion der lokalen Geschwindigkeitsgradienten, der lokalen Turbulenzenergie

und Dissipation sind,

uiuj = Fij (Ui;j; k; �) (2.53)

entwickeln Shih et al [SZL93, SL92] aus kontinuumsmechanischen Bertrachtungen kon-

stitutive Gleichungen, in denen die Reynoldsschen Spannungen eine nichtlineare Funktion

der lokalen Geschwindigkeitsgradienten sind.

bij = � C�

k

�
Sij (2.54)

+ C1

k2

�2

�
SikSkj �

1

3
SmnSmn�ij

�

+ C2

k2

�2
(SkjWik +WjkSki)

+ C3

k2

�2

�
WikWjk �

1

3
WmnWmn�ij

�

Eine solche konstitutive Gleichung kann nur dann existieren, wenn die turbulenten Span-

nungen ausschlie�lich vom lokalen Str�omungsfeld abh�angen. Der konvektive und di�usive

Transport mu� also vernachl�assigbar sein. Damit basiert diese konstitutive Gleichung auf

den gleichen grundlegenden Annahmen wie der Reihensatz (2.38).

In der Tat ist diese konstitutive Gleichung bis auf den dritten Term identisch mit dem

Reihenansatz (2.38). Dieser C3-Term f�uhrt zu einem unphysikalischenVerhalten bei reiner

Rotation. In Abwesenheit jeglicher Deformation, Sij = 0, erzeugt Rotation keine turbulen-

ten Spannungen (rapid distortion theory). Diese Bedingung wird aber in einem mit 
m

rotierenden System wegen Wij = f(
m) 6= 0 nur erf�ullt, wenn C3 = 0 ist.

Die vollst�andige konstitutive Gleichung enth�alt allerdings noch Terme dritter und h�oherer

Ordnung, die in der obigen Gleichung vernachl�assigt wurden. Gleiches gilt im allgemeinen

3-dimensionalen Fall auch f�ur den zu (Gl.2.38) analogen Reihensatz [Tau92, GS92].
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Einige Autoren [CLS93, CLS95] ber�ucksichtigen zus�atzlich die kubischen Terme, auch bei

2-dimensionalen Str�omungen. Aufgrund der in der dritten Potenz auftretenden Geschwin-

digkeitsgradienten reagieren diese Modelle emp�ndlicher auf kleine Deformationen. Nach

[CLS93, CLS95] f�uhrt dieses zu einer weiter verbesserten Modellierung der turbulenten

Spannungenund insbesondereder Sensitivit�atgegen�uber einer Kr�ummungder Stromlinien

(siehe dazuKapitel 3.4). Die in diesenArbeiten vorgeschlagenen kubischenModelle enthal-

ten au�erdem den C3-Term, was im Kon
ikt zu den obigen �Uberlegungen steht. Da

diese Modelle au�erdem nur in Verbindung mit Low-Reynolds-Number Formulierungen

entwickelt wurden, werden diese kubischenModelle im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter

behandelt.

Interessant ist ferner, da� Rubinstein und Barton [RB90] basierend auf der RNG-

Methode ein strukturell identisches Modell entwickelt haben. Der Umstand, da� mit zwei

verschiedenen Methoden der identische Satz algebraischer Gleichungen hergeleitet wurde,

spricht sehr f�ur die G�ultigkeit dieser konstitutiven Gleichungen.

Auf Basis dieser konstitutivenGleichungen sind verschiedene Modellvarianten vorgeschla-

gen worden. W�ahrend die Koe�zienten der im vorherigen Kapitel beschriebenen Modelle

durch Einsetzen in die algebraischenTransportgleichungenbestimmtwurden, werden jetzt

die Koe�zienten entweder empirisch oder analytisch nach der RenormalisierungsGruppen

Methode ermittelt. Einige dieser Modellvarianten werden im folgenden beschrieben.

2.8.1 Modelle mit konstanten Koe�zienten

Es sind einige Modellvarianten mit konstanten Koe�zienten vorgeschlagen worden, die

bereits mit einem gewissem Erfolg eingesetzt worden sind. Zwei dieser Modellvarianten

seien an dieser Stelle erw�ahnt. Es ist zun�achst das von Rubinstein und Barton [RB90]

analytisch nach der RNG-Methode abgeleitete RB-Modell und zum anderen ein ebenfalls

in [RB90] angegebenes von Speziale entwickeltes Modell.

Modell C1 C2 C3

RB 0.114 0.024 -0.094

SP 0.0275 0.0275 0.0

Es wird sofort deutlich, da� eine erhebliche Diskrepanz zwischen den Modellkonstanten

besteht.Craft et al [CLS95] werten dies als Indiz daf�ur, da� quadratischeModelle nicht

zu allgemeing�ultigeren Modellen f�uhren. Folgt man den Ausf�uhrungen in den vorherigen

Kapiteln, so erscheint diese Schlu�folgerungen etwas voreilig. Die in der Tat sehr unter-

schiedlichen Koe�zienten sind wohl eher ein Indiz daf�ur, da� diese Modelle noch nie

systematisch untersucht worden sind. Es handelt sich meist um Einzelarbeiten, eine Op-

timierung der Koe�zienten hat bislang noch nicht stattgefunden.

Kritischer erscheint hingegen der Umstand, da� diese Koe�zienten konstante Werte an-

nehmen. Anhand einiger �Uberlegungen zur Realizability der Turbulenzmodelle zeigen

Shih et al [SZL93], da� dieses i.a. nicht zul�assig ist.



2 HERLEITUNG DER TURBULENZMODELLE 18

2.8.2 Realizability

Die strenge Form der Realizability [Sch77] verlangt, da� alle turbulentenNormalspannun-

gen und nicht nur deren Summe positiv sind. Das lineare k-�-Modell kann man schreiben

als

uiuj = �2C�

k2

�
Sij +

2

3
k�ij : (2.55)

In einer ebenen inkompressiblen Kanalstr�omung �ndet man f�ur die turbulenten Normal-

spannungen

u2i = �2C�

k2

�
Sii +

2

3
k

!

> 0 (2.56)

und Umschreiben dieser Gleichung liefert dann die Bedingung

k

�
Sii

!

<
1

3C�

C�=0:09
= 3:7 : (2.57)

Ferner m�ussen die turbulenten Spannungen der Schwarzschen Ungleichung

uiuj

u2iu
2
j

!

� 1 (2.58)

gen�ugen, woraus man die zus�atzliche Bedingung

C�

k

�
Sij

!

� 2

3
(2.59)

ableiten kann. Daraus folgt, da� das lineare k-�-Modell f�ur gro�e Sij im strengen Sinne

nicht vollst�andig realizable ist. Dieses ist o�ensichtlich nur m�oglich, wenn der Koe�zient

C� keine Konstante mehr ist, sondern eine Funktion der Form

C� = f

 
1=
k

�
Sij

!
bzw. C� = f (1=�) (2.60)

sein mu�.

Angemerkt sei, da� in einer einfachen ebenen Kanalstr�omung im Bereich des universellen

Geschwindigkeitsgesetzes � bei ungef�ahr 3:3 liegt, der Wert 3:7 also keineswegs au�erge-

w�ohnlich gro� ist.

Unter schwacher Realizability versteht man die Forderung, da� die Summe aller Nor-

malspannungen, also die Turbulenzenergie positiv sein mu�. Diese Bedingung wird vom

Standard k-�-Modell erf�ullt.

2.8.3 Das Modell von Shih, Zhu und Lumley

Um die Realizability Bedingungen zu erf�ullen, schlagen Shih et al [SZL93] folgende

einfache Ans�atze f�ur die Koe�zienten vor.

C� =
2=3

1:25 + � + 0:9�
(2.61)
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Modell C1 C2 C3

SZL 3=2

1000+�3
15=2

1000+�3
19=2

1000+�3

Im Falle eines rotierenden Systems wird die Winkelgeschwindigkeit in der folgenden Form

im Rotationstensor ber�ucksichtigt:

Wij =
1

2
(Ui;j � Uj;i) + 4�mji
m : (2.62)

In diesem Modell sind die Koe�zienten keine Konstanten. Verglichen mit den anderen

Modellen ist der funktionale Zusammenhang jedoch ausgesprochen einfach. Insbesondere

der Faktor 1000 im Nenner der Ci-Koe�zienten erscheint etwas beliebig (�3 � 1000).

Dieses Modell ist bereits mit Erfolg auf einige komplexe Str�omungsprobleme angewendet

worden. So erwies sich dieses Modell bei der Berechnung eingeschlossener axialsymme-

trischer paralleler Strahlstr�omungen (con�ned co
ow jets) als dem Standard k-�-Modell

�uberlegen [ZS93, SZ94]. Sowohl die Lage des Abl�osepunktes als auch die Erstreckung der

Rezirkulationszone in der �au�eren Ringstr�omung steht in signi�kant besserer �Ubereinstim-

mung mit experimentellen Daten. �Ahnliches gilt f�ur die Str�omung in axialsymmetrischen

Diffusoren bei 8� und 10� �O�nungswinkel und die Str�omung �uber eine zur�uckspringende

Stufe [SZ94].

2.8.4 Lineares Modell von Shih et al

In einer sp�ateren Arbeit geben Shih et al [S+94] eine etwas modi�zierte C�-Funktion

an. Dieses C� wird von Shih et al zusammen mit einer alternativen Modellierung der

Dissipationsgleichung verwendet, die im folgenden noch besprochen wird. Die modi�zierte

C�-Funktion kann jedoch auch mit der Standard �-Gleichung angewendet werden.

C� =
1

4 +As
k
�
U� =

1

4 +As
1p
2

p
�2 + �2

(2.63)

mit U� =
q
SijSij +WijWij (2.64)

As =
p
6 cos � � =

1

3
arccos(

p
6W ) W =

SijSjkSki

S3
S =

q
SijSij (2.65)

Dieser funktionale Zusammenhang erscheint relativ kompliziert, tats�achlich variert AS

aber nur sehr wenig, so da� im Rahmen dieser Arbeit die N�aherung

As =
3p
2

(2.66)

verwendet wird. In rotierendenKan�alenwird dieWinkelgeschwindigkeit
m des rotierenden

Systems im RotationstensorWij ber�ucksichtigt.

Wij =
1

2
(Ui;j � Uj;i) + 3�mji
m : (2.67)
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Dieser Ansatz unterscheidet sich von dem des SZL-Modells nur dadurch, da� der Faktor

4 im SZL-Modell durch einen Faktor 3 ersetzt worden ist. Wie sich sp�ater zeigen wird,

f�uhrt diese Modi�kation zu einer genaueren Modellierung des Ein
usses der Rotation auf

die Turbulenz.

2.9 Modellierung der Dissipationsgleichung

Die modelltechnische Bedeutung der Dissipationsgleichung liegt in der Bestimmung des

lokalen L�angenma�es. F�ur die bereits in Gleichung (2.5) eingef�uhrteWirbelviskosit�at kann

man nach Kolmogorov-Prandtl aus Dimensionsgr�unden auch schreiben

�� = �C�

p
kL ; (2.68)

wobei die Turbulenzenergie k aus der entsprechenden Transportgleichung gewonnen wird

und L das noch fehlende L�angenma� ist. Nach Jones und Launder [JL72] folgt aus

L =
k3=2

�
(2.69)

der schon in Gleichung (2.6) eingef�uhrte Zusammenhang

�� = �C�

k2

�
:

Hier wird deutlich, da� dieser Ansatz lediglich auf Dimensionsbetrachtungen basiert.

Grunds�atzlich sind auch andere zur Dissipation alternative Ans�atze der allgemeinen Form

kaLb denkbar. So sind z.B. Modelle vorgeschlagen worden, in denen das L�angenma�

aus Bilanzgleichungen f�ur k1=2=L, k=L2 oder auch kL berechnet wird. Heutzutage wird

aber fast ausschlie�lich die Bilanzgleichung der Dissipation verwendet. Zur�uckzuf�uhren

ist dies zum einen auf die anschauliche physikalische Bedeutung der Dissipation, die

z.B. unmittelbar in der Transportgleichung der Turbulenzenergie auftritt. Zum anderen

treten in den alternativen Transportgleichungen weitere unbekannte Terme auf, die zu

zus�atzlichen Schwierigkeiten bei der Modellierung f�uhren.

Es wurde bereits in Abschnitt 2.2 gezeigt, da� die Standardmodellierung der Dissipations-

gleichung auf einer reinen Analogiebetrachtung zur k-Gleichung beruht. Hinter dieser

Modellierung verbirgt sich die fundamentale Annahme eines lokalen Gleichgewichts in der

Turbulenzenergiebilanz. Nur in diesem Fall ist es physikalisch plausibel, den Produktions-

term der Turbulenzenergie auch in der Dissipationsgleichung zu verwenden.

Die Arbeiten von Hanjalic et al [HL80] und Rodi et al [RS86] zeigen, da� in

Str�omungen, die gegen einen positivenDruckgradientenanlaufen, das Standardk-�-Modell

versagt. Es liefert in diesen F�allen vor allem in Wandn�ahe eine viel zu kleine Dissipation

[RS86] und damit eine zu gro�e turbulente Schubspannung. Aufgrund dieses unrealistisch

gro�en Impulstroms in Richtung Wand werden z.B. freie Abl�osungen entweder zu sp�at

berechnet oder sogar vollst�andig unterdr�uckt. Dieses ist im �ubrigen eine der gr�o�ten

Schw�achen des Standard k-�-Modells.

Diese Problematik spielt vor allem in der Aerodynamik bei der Berechung abl�osender

Str�omungen an Trag
�ugeln eine wichtige Rolle. Etwas bessere Ergebnisse liefert in diesen
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F�allen das von Wilcox [Wil88, Wil93] vorgeschlagenen k-!-Modell, das anstelle der �-

Gleichung eine analoge Bilanzgleichung f�ur den Quotienten

! =
�

k
(2.70)

verwendet. Dieses k-!-Modell hat nur in der Aerodynamik breite Anwendung gefunden

und alle Weiterentwicklungen dieses Modells wurden speziell im Hinblick auf Trag
�ugel-

umstr�omungen durchgef�uhrt. So wurde die starke Abh�angigkeit des wandnahen ! von den

Werten in der Au�enstr�omung vonMenter [Men92, Men94] durch eine Kombination des

k-!-Modells vonWilcox mit dem k-�-Modell von Jones und Launder [JL72] behoben.

Auf einige Ergebnisse dieser Modellkombination wird sp�ater (Kapitel 3.5.1) noch genauer

eingegangen.

Das k-�- und das k-!-Modell unterscheiden sich abgesehen von der das L�angenma� bestim-

menden Gleichung nicht wesentlich. Die turbulenten Spannungen werden aus identischen

expliziten algebraischen Spannungs-Deformations-Beziehungen bestimmt, wie sie in den

vorherigen Kapiteln hergeleitet worden sind. Auch die Koe�zienten des k-!-Modells

d�urfen i.a. keine Konstanten sein und die bereits vorgestelltenAns�atze f�ur die Koe�zienten

der Spannungs-Deformations-Beziehung k�onnen grunds�atzlich auch f�ur das k-!-Modell

verwendet werden. Erste Ergebnisse mit einer solchen Modellkombination werden von

Abid et al [ARG95] mitgeteilt, die das Standard k-!-Modell von Wilcox [Wil88]

mit der algebraischen Spannungs-Deformations-Beziehung nach Gastki und Speziale

(Kap.2.7.3) kombiniert haben und auf die Str�omung um NACA 4412 Trag
�ugelpro�l

angewendet haben. Auch auf diese Ergebnisse wird in Kapitel 3.5.1 noch eingegangen.

Ein Vorteil des k-!-Modells gegen�uber dem Standard k-�-Modell liegt darin, da� es

direkt bis zur Wand integriert werden kann, ohne da� der Ein
u� der Wand durch

D�ampfungsfunktionen eingearbeitet werden mu�. Solche Low-Reynolds-Number Modelle

werden in dieser Arbeit nicht behandelt.

Da das k-!-Modell ansonsten keine Vorteile geg�uber dem k-�-Modell bietet, erschien

eine Implementierung des k-!-Modells nicht sinnvoll. Die spezielle Problematik bei der

Trag
�ugelumstr�omung wird in Kapitel 3.5.1 noch genauer diskutiert. Stattdessen werden

im folgenden zwei alternative Modellierungen der Dissipationsgleichung eingef�uhrt.

2.9.1 Das RNG-Modell

Eine sehr einfache Modi�kation wurde von Yakhot et al [Y+92] basierend auf der

RNG-Methode entwickelt. Sie entdeckten einen zus�atzlichenProduktionsterm in der Dissi-

pationsgleichung, der durch eine vom lokalen Str�omungsfeld abh�angige Korrektur des

Koe�zienten C�;1 ber�ucksichtigt wird.

C� = 0:085 C�;2 = 1:68 �k = �� = 0:72 (2.71)

C�;1 = 1:42� � (1� �=�1)

1 + ��3
� = 0:012 �1 = 4:38 (2.72)

Die Abh�angigkeit des Koe�zienten C�;1 von � ist in Abbildung 2.1 dargestellt. Der Koef-

�zient wird mit zunehmendem � zun�achst kleiner, erreicht bei � � 1:9 sein Minimum und



2 HERLEITUNG DER TURBULENZMODELLE 22

steigt dann mit weiter wachsendem � bis auf C�;1 � 2:4 an. Sowohl f�ur kleine �, st�arker

aber noch f�ur gro�e � f�uhrt dieses Verhalten aufgrund der dann relativ gro�en Dissipation

zu einer Reduzierung des turbulenten Impulstransportes.

Diese Korrrektur wurde bereits mit einem gewissen Erfolg auf den klassischen Testfall

einer zur�uckspringenden Stufe und den der Str�omung �uber einen 2-dimensionalen H�ugel

eingesetzt. Diese beiden Testf�alle werden auch in dieser Arbeit behandelt, so da� genauere

Ergebnisse noch mitgeteilt werden. Shih und Zhu [ZS93] zeigen wiederum, da� das RNG-

Modell bei der Berechnung eingeschlossener paralleler Strahlstr�omungen (con�ned co
ow

jets) keine Verbesserungen gegen�uber dem Standard k-�-Modell ergab.

2.9.2 Das Modell von Shih et al

Die erste eigenst�andige Modellierung der Dissipationsgleichung wurde von Shih et al

[S+94] vorgeschlagen, die zusammen mit dem C�-Ansatz (2.63) ein neues lineares k-�-

Modell darstellt.

�
@�

@t
+ �Uj

@�

@xj
= �C�;1

q
2SijSij�� �C�;2

�2

k
+

@

@xj

"�
�+

��

��

�
@�

@xj

#
(2.73)

C�;1 = max

 
0:43;

�

5 + �

!
C�;2 = 1:90 �k = 1:0 �� = 1:2 (2.74)

Der Unterschied zur Standardmodellierung besteht in dem Produktionsterm, in dem die

Reynoldsschen Spannungen nicht mehr auftreten. Die �-Produktion ergibt sich allein aus

dem Deformationsfeld. Die fundamentale Annahme des lokalen Gleichgewichts in der

Turbulenzenergiebilanz entf�allt damit.

Au�erdem ist der Koe�zient C�;1 ebenfalls eine vom lokalen Str�omungsfeld abh�angige

Gr�o�e (Abb.2.1). Der Koe�zient wird mit zunehmendem � zun�achst kleiner um dann auf

einem konstanten Wert 0.43 stehen zu bleiben. Im Gegensatz zum RNG-Modell, bei dem

die Anpassung an das lokale Str�omungsfeld nur �uber C�;1 erfolgt, wird hier die Turbulenz-

produktion zus�atzlich �uber C� korregiert.

Shih et al [S+94] zeigen f�ur verschiedener Str�omungen (Grenzschichtstr�omungen mit

negativen und positivenDruckgradienten, runder und ebener Freistrahl, zur�uckspringende

Stufe), da� dieses Modell entweder vergleichbare oder aber signi�kant bessere Ergebnisse

als das Standard k-�-Modell liefert. Diese neue Formulierung der Dissipationsgleichung

wird zusammen mit dem C�-Ansatz (2.63) verwendet. Aus der Originalarbeit [S
+94] geht

nicht hervorgeht, ob die Verbesserungen auf die C�-Funktion oder auf die neue Dissi-

pationsgleichung zur�uckzuf�uhren sind.

2.10 Zusammenfassung der Modelle

Aufgrund der Vielzahl der Turbulenzmodelle erscheint es hilfreich, die Modelle noch

einmal kurz zusammenzufassen und die jeweilige Bezeichnung festzulegen.

Zun�achst sind die neuen linearen Modelle nach Yakhot [Y+92] und Shih et al [S+94]

zu nennen, deren wesentlicher Unterschied zum Standard k-�-Modell in der Modi�kation
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der Dissipationsgleichung liegt und bei dem Modell von Shih et al zus�atzlich in der

Verwendung eines vom lokalen Str�omungsfeld abh�angigen C�.

Tabelle 2.2: Nomenklatur der untersuchten linearen k-�-Modelle.

Bezeichnung Bemerkung Kapitel

SKE Standard k-�-Modell 2.2

RNG RNG-Version des k-�-Modells 2.9.1

NKE Neues k-�-Modell nach Shih et al 2.9.2

Tabelle 2.3: Nomenklatur der algebraischen Reynolds-Spannungsmodelle,

wobei f�ur xxx die jeweilige Bezeichung des DSK-Modells einzu-

setzen ist.

Bezeichnung Algebraisierungsansatz explizte L�osung Kapitel

GS-xxx Gatski-Speziale (Gl.2.25) Gatski-Speziale 2.7.3

GIR-xxx Gatski-Speziale (Gl.2.25) Girimaji 2.7.4

TB-xxx Taulbee (Gl.2.28) Girimaji 2.7.4

Tabelle 2.4: Nomenklatur der untersuchten nichtlinearen k-�-Modelle.

Bezeichnung Bemerkung Kapitel

SP konstante Koe�zienten 2.8.1

RB konstante Koe�zienten 2.8.1

SZL Koe�zienten =f(�; �) 2.8.3

Zur zweiten Gruppe z�ahlen alle nichtlinearen algebraischen Reynolds-Spannungsmodelle.

Zu unterscheiden ist dabei zun�achst der Ansatz, der zur Algebraisierung der Transport-

gleichung der turbulenten Spannunen verwendet wurde, also der Ansatz von Gatski et

al (2.25) und der Ansatz von Taulbee (2.28).

Die aus diesen Ans�atzen resultierenden impliziten algebraischen Gleichungen werden an-

schlie�end zur Bestimmung der Koe�zienten des Reihenansatzes (2.38) verwendet. Daf�ur

wurden wiederum drei verschiedene L�osungen angegeben. Zum einen die semi-explizite

L�osung von Pope (Kap.2.7.2), die linearisierte und regularisierte L�osung von Gatski

und Speziale (Kap.2.7.3) und zuletzt die vollst�andig explizite L�osung von Girimaji

(Kap.2.7.4).

Da die explizte L�osung von Girimaji identisch mit der semi-expliziten L�osung von Pope

ist, braucht letztere im folgenden nicht weiter betrachtet werden. Im Grunde ist auch die

linearisierte und regularisierte L�osung von Gatski und Speziale durch die Existenz der
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vollst�andig expliziten L�osung �uber
�ussig geworden. Dieses Modell wurde aber als einziges

dieser Modelle bereits auf komplexe Str�omungen angewendet, so da�, um den Anschlu�

an diese Arbeiten herzustellen, diese L�osung weiter betrachtet wird. Allerdings nur in

Kombination mit dem Algebraisierungsansatz von Gatski und Speziale.

Da Girimaji [Gir95] in seiner Originalarbeit lediglich den Algebraisierungsansatz von

Gatski und Speziale (2.25) verwendet, wird auch nur diese Modellkombination mit

Gir bezeichnet. Die explizite L�osung von Girimaji f�ur den Taulbee-Ansatz (2.28) wird

im folgenden mit Tb gekennzeichnet. Diese werden zum einen in ihrer vollst�andigen Form

als nichtlinearesModell untersucht, zum anderen aber auch als lineare Modelle, bei denen

der nichtlineare Term vernachl�assigt wird. Die Unterscheidung wird jeweils gesondert

angegeben.

Weiterhin ist noch die jeweils verwendete Druck-Scher-Korrelation zu unterscheiden, aus

der die Koe�zienten folgen. Die Bezeichnung der DSK-Modelle und der einzusetzenden

Koe�zienten ist in Tabelle 2.1 gegeben.

Als letztes sind noch das nichtlineareModell von Shih et al [SZL93] und die nichtlinearen

Modelle mit konstanten Koe�zienten zu erw�ahnen (Tabelle 2.4).

Grunds�atzlich besteht die M�oglichkeit, die algebraischen Modelle mit den modi�zierten

Modellen der Dissipationsgleichung zu kombinieren. Dieses w�urde jedoch eine vollst�an-

dige �Uberarbeitung der Koe�zienten erfordern, da die den algebraischen Modellen zu-

grundeliegendenDSK-Modelle zusammenmit der Standard-�-Gleichung entwickelt worden

sind. Dabei sind je nach DSK-Modell unterschiedliche Koe�zienten einzusetzten. Die

LRR- und GLIP-Versionen werden zusammen mit den Standardwerten C�;1=1.44 und

C�;2=1.92 verwendet, die TB-Version mit C�;1=1.44 und C�;2=1.90 und die SSG-Version

mit C�;1=1.44 und C�;2=1.83.

Diese Modelle werden im folgendenAbschnitt hinsichtlich ihrer elementaren Eigenschaften

untersucht. Im letzten Kapitel folgen dann einige Anwendungen.
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3 Elementare Eigenschaften der Modelle

3.1 Homogene Scherstr�omungen

In einer vollst�andig homogenen turbulenten Str�omung vereinfacht sich die Transport-

gleichung der Turbulenzenergie (Gl.2.7) durch Wegfall aller r�aumlichen Gradienten zu

@k

@t
= �� : (3.75)

Station�arit�at und Homogenit�at sind o�enbar zwei sich ausschlie�ende Bedingungen, die

Turbulenz w�urde zum Erliegen kommen. Unter einer homogenen Scherstr�omung versteht

man eine Str�omung, in der alle turbulentenKenngr�o�en und der Geschwindigkeitsgradient

U1;2 homogen verteilt sind. In der Bilanzgleichung der Turbulenzenergie tritt dann zus�atz-

lich der Produktionsterm Pk auf

@k

@t
= Pk � � (3.76)

= �u1u2U1;2 � � :

Solche homogenen Scherstr�omungen sind, obwohl schwer zu realisieren, vielfach experi-

mentell untersucht worden. In dieser Arbeit werden die experimentellen Arbeiten von

Tavoularis et al [TC81, TK89] undde Souza et al [SNT95] verwendet. Als Vergleich

steht au�erdem die Large Eddy Simulation von Bardina et al [BFR83] zur Verf�ugung.

3.1.1 Bilanzgleichungen

In einer homogenen Scherstr�omung folgt mit S = U1;2 und Pk=� = �2b12� aus Gl.(2.32)

D�

Dt�
=
d�

dt�
= 2 (C�;1 � 1) �b12 + C�;2 � 1; (3.77)

mit

� =
k

�

q
2SijSij =

k

�
S und t� = St :

Da die nichtlinearenTerme der algebraischen Reynolds-Spannungsmodelle keinen Beitrag

zur Schubspannung liefern, kann man mit b12 = �1

2
C�� auch schreiben

@�

@t�
= �C� (C�;1 � 1) �2 +C�;2 � 1 (3.78)

und f�ur die neue Modellierung der Dissipationsgleichung nach Shih et al (Gl.2.73)

@�

@t�
= �C�;1� +C��

2 + C�;2 � 1 : (3.79)

F�uhrt man weiterhin die Normierung k� = k=k0 ein, so erh�alt man f�ur die Bilanzgleichung

der Turbulenzenergie

@k�

@t�
= k�

 
�2b12 �

1

�

!
(3.80)

und bei Verwendung algebraischer Reynolds-Spannungsmodelle den einfacheren Ausdruck
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@k�

@t�
= k�

 
C�� �

1

�

!
: (3.81)

An dieser Stelle wird der grunds�atzliche Unterschied zwischen den algebraischen und

di�erentiellen Reynolds-Spannungsmodellen deutlich. Letztere erfordern die gekoppelte

L�osung der Transportgleichung (2.23), der �-Gleichung (3.77) und der k-Gleichung (3.80).

Bei den algebraischen Reynolds-Spannungsmodellen ist die Schubspannung und damit die

Turbulenzproduktionvon den turbulentenNormalspannungen entkoppelt, so da� lediglich

die �-Gleichung (3.78) bzw. (3.79) zusammen mit der k-Gleichung (3.81) gel�ost werden

mu�. Die turbulentenNormalspannungen ergeben sich in diesem Fall aus den algebraisch-

en Ausdr�ucken

b11 =

�
C1

24
+
C2

4
+
C3

24

�
�2 (3.82)

b22 =

�
C1

24
� C2

4
+
C3

24

�
�2 : (3.83)

In den folgenden Untersuchungen wurden die Bilanzgleichungen mit einem Runge-Kutta

Verfahren 4. Ordnung gel�ost.

3.1.2 Evolution der Turbulenzenergie

Mit Hilfe der Large Eddy Simulation wurde von Bardina et al [BFR83] die zeitliche

Entwicklung der Turbulenzenergie in einer homogenen Scherstr�omung untersucht. Eine

am Anfang isotrope Turbulenz k0 wurde einer konstanten Scherdeformation S ausgesetzt.

Zus�atzlich zu der Scherdeformation wurde in einigen F�allen die homogene Str�omung einer

Rotation 
 unterworfen, deren Ein
u� auf die Turbulenzenergie je nach Verh�altnis 
=S

stabilisierend oder destabilisierend ist (Abb.3.2).

Die Anfangsbedingungen lauten in allen F�allen:

k�(t� = 0) = 1:0 �(t� = 0) =
Sk0

�0
= 3:37 bij(t

� = 0) = 0:0 (3.84)

Numerische und experimentelle Untersuchungen zeigen, da� eine Stabilisierung, also Rela-

minarisierung der Turbulenz, erst f�ur 
=S > 0:5 eintritt [SSG91]. Mit wachsendem 
=S

wird die Turbulenz zun�achst energiereicher, d.h. die zus�atzliche Rotation bewirkt eine

Destabilisierung. Ab einem bestimmten Verh�altnis 
=S wird die Destabilisierung durch

die Rotation kleiner und die Wachstumsrate der Turbulenzenergie sinkt. Bei 
=S � 0:5

bleibt die Turbulenzenergie ungef�ahr konstant, f�ur 
=S > 0:5 setzt die Relaminarisierung

ein. Eine weitergehende Diskussion der rotierenden homogenen Scherstr�omung ist in

[SSG91] zu �nden, im Rahmen dieser Arbeit gen�ugt es, die wesentlichen Tendenzen

anzugeben.

Ein Vergleich der berechneten zeitlichen Entwicklung der Turbulenzenergie mit den Large

Eddy Ergebnissen von Bardina et al ist den Abbildungen 3.3 bis 3.5 zu entnehmen.

1. Das Standard k-�-Modell und die RNG-Version ergeben selbst f�ur den Fall der reinen

Scherstr�omung ein zu starkes Anwachsen der Turbulenzenergie. Der Ein
u� der
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Rotation wird �uberhaupt nicht ber�ucksichtigt; es wird in allen F�allen die gleiche

Wachstumsrate berechnet.

2. Das SZL-Modell liefert zwar eine bessere �Ubereinstimmung f�ur 
=S = 0 und auch

f�ur 
=S = 0:5, die starke Destabilisierungder Turbulenz bei 
=S = 0:25 wird jedoch

nicht richtig wiedergegeben. Die Relaminarisierung setzt bereits bei 
=S > 1=8 und

damit viel zu fr�uh ein.

3. Eine insgesamt bessere �Ubereinstimmungmit den LES-Ergebnissen ergibt das NKE-

Modell. Der Ein
u� der Rotation wird tendenziell richtig ber�ucksichtig (Faktor 3

vor dem 
 im Rotationstensor, anstelle 4 beim SZL-Modell). Das Anwachsen bei


=S = 0:25 ist allerdings zu schnell , au�erdem tritt die Stabilisierungder Turbulenz

auch hier etwas zu fr�uh ein (
=S > 3=8).

4. Au��allig sind die gro�en Unterschiede zwischen dem di�erentiellen SSG-Modell

(RSM-SSG) und den anderen RSM-Modellen. Das SSG-Modell liefert in allen F�allen

eine vergleichsweise gute �Ubereinstimmung mit den LES-Daten. Interessant ist vor

allem, da� das SSG-Modell im Gegensatz zu allen anderen Modellen bei 
=S =

0:5 noch eine leichte Destabilisierung der Turbulenz ergibt, w�ahrend die auf dem

LRR-Modell basierenden Versionen (LRR, GLIP, TB) eine zu fr�uhe Stabilisierung

berechnen. Dieses spiegelt die sorgf�altige Anpassung des SSG-Modells an homogene

turbulente Str�omungen wieder.

5. Allen algebraischen Modellen ist gemeinsam, da� sie das anf�angliche Absinken der

Turbulenzenergie nicht wiedergeben. Dieses ist auf die zu schnelle Reaktion der

Modelle auf die einsetzende Scherdefomation S zur�uckzuf�uhren. Dieses Verhalten

wird andererseits von den Modellen, die auf der vollst�andigen Transportgleichung

(RSM-xxx) beruhen, richtig beschrieben.

6. Mit wachsendem t� n�ahern die algebraischen Modelle sich den di�erentiellen wieder

an, wobei die gr�o�ten Abweichungen bei 
=S = 0:25 zu �nden sind. Interessant

ist, da� die auf dem SSG-Modell basierenden algebraischen Modelle eine recht gute
�Ubereinstimmung untereinander zeigen, w�ahrend insbesondere die GLIP-Versionen

stark voneinander abweichen.

Festzuhalten bleibt, da� das RSM-SSG-Modell die mit Abstand beste �Ubereinstimmung

mit den LES-Daten von Bardina et al [BFR83] zeigt. Dieses gilt mit Einschr�ankung

auch f�ur die entsprechenden algebraischen Reynolds-Spannungsmodelle. Alle Modelle,

mit Ausnahme des Standard k-�- und RNG-Modells, geben den stabilisierenden bzw.

destabilisierenden Ein
u� der Rotation zumindest qualitativ richtig wieder.

3.1.3 Asymptotisches Verhalten der Modelle

Hinsichtlich des asymptotischen Verhaltens der Modelle sollen zwei Aspekte behandelt

werden. Dies ist zum einen die schon angesprochene Frage, inwieweit die algebraisch-

en Modelle GIR und TB eine gute N�aherung an die vollst�andige Transportgleichung

darstellen. Zum zweiten existiert f�ur das zu l�osende System nichtlinearer gew�ohnlicher

Di�erentialgleichungenein Fixpunkt, d.h. ein Punkt an dem die zeitlichenAbleitungenvon

� und bij verschwinden. Weil die bei der Herleitung der algebraischen Modelle getro�enen
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Annahmen in homogenen Scherstr�omungen erf�ullt sind, sollte man erwarten, da� in diesem

einfachen Fall die algebraischen Modelle in der Tat eine gute N�aherung an die Transport-

gleichungen darstellen.

Analog zum vorherigen Abschnitt lauten die Anfangsbedingungen nun:

�(t� = 0) =
Sk0

�0
= 0:0 bij(t

� = 0) = 0:0 (3.85)

Die L�osung f�ur alle vier DSK-Modelle ist in den Abbildungen 3.6 und 3.7 dargestellt.

Es ist o�ensichtlich, da� der Ansatz von Taulbee f�ur kleine � eine erheblich bessere

N�aherung an die vollst�andige Transportgleichung darstellt, soweit es die Normalspan-

nungskomponenten b11 und b22 betri�t. Bez�uglich der turbulenten Schubspannung stellt

der Taulbee-Ansatz keine entscheidende Verbesserung dar. Beide Ans�atze liefern f�ur

gro�e � eine vergleichbar gute Approximation der Transportgleichung. Das linearisierte

Modell vonGatski und Speziale weicht hingegen f�ur kleine undmittlere � stark von der

vollst�andigenTransportgleichungab und liefert nur asymptotisch eine gute Approximation.

Die zum asymptotischen Grenzwert �1 geh�orenden Anisotropiekoe�zienten sind in den

Tabellen 3.6, 3.7 und 3.8 zusammengefa�t. Zum Vergleich sind die von Tavoularis et

al experimentell bestimmten Werte in Tabelle 3.5 angegeben.

Tabelle 3.5: Experimentelle Anisotropiefaktoren f�ur �1 in homogener Scher-

str�omung.

Experiment �1 b11 b22 b12 Quelle

TC 6.25 0.200 -0.150 -0.140 [TC81]

TK 4.30 0.220 -0.160 -0.130 [TK89]

SNT 7.70 0.180 -0.120 -0.110 [SNT95]

Die experimentellen Arbeiten von Tavoularis et al zeigen, da� sich homogene Scher-

str�omungen mit sehr unterschiedlichen Gleichgewichtswerten �1 realisieren lassen. Dieser

Wert stellt f�ur die Turbulenzmodelle wiederum einen charakteristischen Kennwert dar, er

kann aber o�ensichtlich nicht zur Beurteilung der Modelle dienen. Das wohl wichtigste

Ergebnis der Untersuchungen vonTavoularis et al ist der Befund, da� die Anisotropie-

faktoren f�ur alle �1 �ahnlicheWerte annehmen, die Anisotropiefaktoren also weitestgehend

unabh�angig von � sind.

Es ist o�ensichtlich, da� ein Turbulenzmodell solch ein Verhalten nur dann wiedergeben

kann, wenn die Koe�zienten variabel sind. Wegen b12 / � bzw. bii / �2 sollte ein

funktionaler Zusammenhang der folgenden Form gelten:

C� / f

 
1

�

!
Ci / f

 
1

�2

!
(3.86)
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Tabelle 3.6: Anisotropiefaktoren f�ur �1 in homogener Scherstr�omung.

Modell �1 C� b11 b22 b12

SKE 4.82 0.090 -0.217

RNG 4.33 0.085 -0.184

NKE 5.34 0.065 -0.174

SP 4.82 0.090 0.372 -0.263 -0.217

RB 4.33 0.085 0.256 -0.193 -0.184

SZL 6.55 0.048 0.156 -0.095 -0.159

Tabelle 3.7: Anisotropiefaktoren f�ur �1 in homogener Scherstr�omung

Modell �1 C� b11 b22 b12

GIR-LRR 5.56 0.067 0.156 -0.122 -0.187

TB-LRR 5.56 0.067 0.156 -0.122 -0.187

GS-LRR 5.56 0.067 0.156 -0.122 -0.187

GIR-GLIP 5.64 0.065 0.193 -0.096 -0.185

TB-GLIP 5.64 0.065 0.193 -0.096 -0.185

GS-GLIP 5.64 0.065 0.193 -0.096 -0.185

GIR-SSG 5.98 0.052 0.204 -0.148 -0.157

TB-SSG 5.98 0.052 0.204 -0.148 -0.157

GS-SSG 5.98 0.052 0.204 -0.148 -0.157

GIR-TB 6.44 0.049 0.154 -0.147 -0.158

TB-TB 6.44 0.049 0.154 -0.147 -0.158

GS-TB 6.44 0.049 0.154 -0.147 -0.158

Dieses erkl�art dann auch die �uberh�ohtenAnisotropiefaktorendes Standard k-�-, des RNG-,

des SP- undRB-Modells, bei denen die konstantenKoe�zienten f�ur den charakteristischen

Wert � = 3:3 einerWandgrenzschichtstr�omungbestimmtworden sind.Die asymptotischen

Grenzwerte der algebraischenReynolds-Spannnungsmodelle sind ansonsten praktisch iden-

tisch mit denen der di�erentiellen Reynolds-Spannungs-Modelle.

Bei allen Modellen ist die Schubspannung tendenziell zu gro�, signi�kant ist dies vor allem

bei der LRR- und GLIP-Version. Alle Modelle ergeben eine brauchbare Approximation
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Tabelle 3.8: Anisotropiefaktoren f�ur �1 in homogener Scherstr�omung

Modell �1 b11 b22 b12

RSM-LRR 5.56 0.155 -0.122 -0.187

RSM-GLIP 5.64 0.192 -0.096 -0.185

RSM-SSG 5.95 0.203 -0.148 -0.157

RSM-TB 6.41 0.154 -0.147 -0.158

der Anisotropie der turbulentenNormalspannungen,wobei allerdings nur die SSG-Version

auch die absoluten Werte gut wiedergibt.

3.2 Ungleichgewichtszust�ande

Alle algebraischen Reynolds-Spannungsmodelle basieren auf der fundamentalenAnnahme

eines lokalen Gleichgewichts zwischen Produktion und Destruktion, also der Vernachl�assi-

gung des konvektiven und di�usiven Transportes in den Transportgleichungen der turbu-

lenten Spannungen. Die aus der Vernachl�assigung dieser Terme resultierenden in bij im-

pliziten algebraischen Reynolds-Spannungsmodelle zeigen, da� C� i.a. eine Funktion der

Form

C� = f

�
1=
Pk

�

�
(3.87)

ist. Der Koe�zient C� ist also keinesfalls eine Konstante, auch dann nicht, wenn auf die

Transportgleichungen die Gleichgewichtsannahme angewendet wird. Die Turbulenzener-

gie und die Dissipation werden aus ihren jeweiligen Bilanzgleichungen bestimmt, so da�

sich in der Str�omung prinzipiell beliebige Pk=�-Verh�altnisse einstellen k�onnen. Nur f�ur

Pk=� = 1 stellt C� = 0:09 einen sinnvollen Wert dar, und das auch nur f�ur einige einfache

Scherstr�omungen.

Im Gegensatz zum Standard k-�-Modell sind bei den in dieser Arbeit untersuchten alge-

braischenReynolds-Spannungsmodellendie Koe�zienten keine Konstantenmehr, sondern

eine mehr oder weniger komplizierte Funktion des lokalen Str�omungsfeldes.

F�ur alle linearen Modelle gilt der Zusammenhang

Pk

�
= C��

2; (3.88)

wobei C� eine Funktion der Form

C� = C� (�; �) (3.89)

ist und mit (Gl.3.88) ist dieses gleichbedeutend mit

C� = C�

�
1=
Pk

�
; �

�
: (3.90)
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Physikalisch ist also die Abh�angigkeit des Koe�zienten C� (und auch aller anderen

Koe�zienten) vom lokalen Str�omungsfeld so zu interpretieren, da� sie eine Anpassung

der algebraischen Beziehung zwischen den turbulenten Spannungen und dem Geschwin-

digkeitsfeld an das lokale Pk=� darstellen. Es werden also Ungleichgewichtszust�ande in

der Turbulenzenergiebilanz ber�ucksichtigt. Die Gleichgewichtsannahme in der Bilanz der

turbulenten Spannungen bleibt davon unber�uhrt.

Unter einfachen Scherstr�omungen sollen hier Str�omungen verstanden werden, in denen

der GeschwindigkeitsgradientU1;2 dominiert und alle anderen Geschwindigkeitsgradienten

klein sind. Experimente in ebenen und runden Freistrahlstr�omungen, Mischungsgrenz-

schichten, homogenen Scherstr�omungen und einfachen Wandgrenzschichtstr�omungen zei-

gen, da� der Koe�zient C� f�ur kleine Pk=� durchaus Werte um 0.3 erreichen kann [LR81,

Rod] und mit zunehmendem Pk=� kleiner wird. In homogenen Scherstr�omungen, in denen

Pk=� je nach Experiment zwischen 1.7 und 2.1 liegt, �ndetman C�-Werte um 0.05. �Ahnlich

niedrige C�-Werte �ndet man auch in Nachlaufstr�omungen [Rod].

In einfachen Scherstr�omungen gilt � = � und mit Pk=� = C��
2 k�onnen die algebraischen

Ausdr�ucke f�ur C� entweder iterativ (falls C� = f(Pk=�)) oder explizit ausgewertet werden.

Die sich ergebende Abh�angigkeit des Koe�zienten C� vom Quotienten Pk=� ist in der

Abbildung 3.8 dargestellt. Zum Vergleich ist jeweils der Wert C� = 0:09 des Standard

k-�-Modells eingetragen.

1. Alle algebraischen Modelle ergeben eine qualitativ korrekte reziproke Abh�angigkeit

des Koe�zienten C� vom Quotienten Pk=�.

2. Das SZL-Modell liefert zu gro�e Werte f�ur kleine Pk=�, w�ahrend das NKE-Modell

sich mehr im Rahmen der experimentelle Daten bewegt. F�ur gro�e Pk=� n�ahern sich

die Modelle wieder an.

3. Das linearisierteund regularisierte semi-expliziteModell nachGatski undSpeziale

(GS) zeigt nur eine schwache Variation f�ur kleine Pk=�, mit wachsendem Pk=� ist C�

eindeutig zu klein. Dieses gilt f�ur alle DSK-Modelle.

4. Das Girimaji-Modell (GIR) liefert in der LRR- und GLIP-Version insgesamt zu

gro�e C�. Die TB-Version zeigt eine relativ starke Abh�angigkeit von Pk=�, vor allem

f�ur kleine Pk=�. Die SSG- und TB-Version bleiben aber im Rahmen der experi-

mentellen Daten.

5. Der Taulbee-Ansatz (TB-xxx) f�uhrt zu etwas kleineren C� als das Girimaji-

Modell, wobei insbesondere die SSG-Version mit steigendem Pk=� unrealistisch nie-

drige Werte liefert.

Im allgemeinen k�onnen � und � jedoch beliebige Werte annehmen. Au�erdem gibt es

keinen eindeutigen Zusammenhang zwischen Pk=� und C�, je nach Str�omungsfall kann

C� durchaus verschiedene Werte f�ur gleiche Pk=� annehmen. Als zus�atzlicher Parameter,

neben � bzw. Pk=�, tritt die dimensionslose Invariante � des Rotationstensors in den

funktionalen Ausdr�ucken f�ur C� auf. Dieser Parameter erm�oglicht eine weitere Unter-

scheidung verschiedener Turbulenzstrukturen.
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Eine graphische Darstellung der Abh�angigkeit C� = f(�; �) ist in den Abbildungen 3.9 bis

3.12 gegeben. Der schon besprochene Zusammenhang C� = f(Pk=�) der einfachen Scher-

str�omung mit � = � entspricht gerade der Diagonalen in diesen Darstellungen. In realen

Str�omungen wird in aller Regel � � � sein, so da� der Bereich unterhalb der Diagonalen

von Interesse ist. Das unsinnige Verhalten des GIR- und TB-Modell f�ur �! 0 und gro�e

� ist ohne praktische Bedeutung.

Das NKE-Modell liefert eine symmetrische Abh�angigkeit von � und �, die strukturell

denen der komplizierterenalgebraischenReynolds-SpannungsmodelleGIR undTB �ahnlich

ist. Das SZL-Modell weicht hier ein wenig von den anderen Modellen ab, als grobe

N�aherung ist die Verteilung aber noch akzeptabel, jedenfalls im Vergleich zum konstanten

Wert C� = 0:09 des Standard k-�-Modells.

Das Girimaji-Modell und die analoge L�osung nach dem Taulbee-Ansatz ergeben sehr

�ahnliche Verteilungen. Das Girimaji-Modell weist allerdings eine erheblich st�arkere Ab-

h�angigkeit von � auf. Interessant ist, da� die �-Abh�angigkeit durch die Linearisierungnach

Gatski und Speziale fast v�ollig verloren geht. Im vorletzten Abschnitt dieses Kapitels

wird gezeigt, da� dies keine w�unschenswerte Eigenschaft ist.

3.3 Anisotropie der turbulenten Normalspannungen

3.3.1 Ebene Kanalstr�omung

Ein bekanntes Problem aller linearen Modelle und so auch des Standard k-�-Modells ist

die ungen�ugendeModellierungder turbulentenNormalspannungen.Dies l�a�t sich sehr gut

anhand der Anisotropiefaktoren einer vollst�andig eingelaufenen ebenen Kanalstr�omung

zeigen. Zum Vergleich stehen die mittels DNS von Kim et al [KMM87] berechneten

Anisotropiefaktoren zur Verf�ugung (Tabelle 3.9). Die mit den Modellen f�ur � = 3:3

berechneten Anisotropiefaktoren sind in Tabelle 3.10 zusammengefa�t.

Tabelle 3.9: Anisotropiefaktoren in einer ebenen Kanalstr�omung nach der

DNS von Kim et al [KMM87].

DNS b11 b22 b12

Kim et al 0.175 -0.145 -0.145

Die linearenModelle NKE und RNG stehen ebenso wie das Standard k-�-Modell bez�uglich

b12 in guter �Ubereinstimmung mit den DNS-Werten. Alle linearen Modelle liefern jedoch

im Widerspruch zur Physik b11 = 0 und b22 = 0.

Es f�allt auf, da� die LRR- und GLIP-Versionen des Girimaji- und Taulbee-Modells

relativ gro�e b12 ergeben, wohingegen die jeweiligen SSG- und TB-Versionen besser mit

den DNS-Daten �ubereinstimmen, dieses gilt insbesondere f�ur die TB-Versionen. Das GS-

Modell tendiert zu zu niedrigen b12.
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Alle nichtlinearen Modelle liefern bii 6= 0, wobei der Grad der Anisotropie sehr unter-

schiedlich ist. Die Normalspannungen sind i.a. zu klein und die Di�erenz der Normal-

spannungen wird untersch�atzt. Die beste �Ubereinstimmung mit den DNS-Daten erh�alt

man jeweils mit den SSG-Versionen. Das SP- und RB-Modell ergeben in diesem Fall

ebenfalls realistische Anisotropiefaktoren, was letztlich darauf zur�uckzuf�uhren ist, da� sie

eben an diesen speziellen Fall angepa�t worden sind. Sobald � wesentlich von � = 3:3

abweicht, wird, wie bereits fr�uher gezeigt, diese �Ubereinstimmung schlechter.

Welche Rolle die Di�erenz der turbulentenNormalspannungen spielt, kann man sehr leicht

anhand der Bilanzgleichung der Stromfunktion  verdeutlichen. Mit

U1 = �
@ 

@x2
U2 =

@ 

@x1
(3.91)

Tabelle 3.10: Anisotropiefaktoren in einer ebenen Kanalstr�omung (� = 3:3).

Modell b11 b22 b12

SKE -0.148

RNG -0.140

NKE -0.150

SZL 0.049 -0.029 -0.146

GS-LRR 0.070 -0.055 -0.143

GS-GLIP 0.081 -0.040 -0.132

GS-SSG 0.099 -0.072 -0.138

GS-TB 0.063 -0.059 -0.125

GIR-LRR 0.136 -0.107 -0.181

GIR-GLIP 0.156 -0.078 -0.173

GIR-SSG 0.136 -0.099 -0.151

GIR-TB 0.120 -0.114 -0.153

TB-LRR 0.104 -0.082 -0.166

TB-GLIP 0.120 -0.060 -0.158

TB-SSG 0.115 -0.084 -0.145

TB-TB 0.089 -0.086 -0.142

SP 0.174 -0.124 -0.148

RB 0.148 -0.112 -0.140
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erh�alt man nach kreuzweisem Ableiten und Subtraktion der beiden Impulsbilanzen die

gesuchte Bilanzgleichung der Stromfunktion.

@r 
@t

+
@ 

@x1

@

@x1
r2 � @ 

@x2

@

@x2
r2 = �r4 �

@2
�
u22 � u21

�
@x1@x2

� @2u1u2

@x21
+
@2u1u2

@x22
(3.92)

Die Di�erenz der turbulentenNormalspannungengeht demnach unmittelbar in die Impuls-

bilanz ein. In einfachen Grenzschichtstr�omungen spielt dies eine untergeordnete Rolle, in

Str�omungen mit starker Stromlinienkr�ummung kann diese Normalspannungsdi�erenz sich

jedoch bemerkbar machen.

In einer allgemeinen 2D-Str�omung �ndet man f�ur die Di�erenz der turbulenten Normal-

spannungen

u22 � u21 = 2C�

k2

�
U1;1 +C2

k3

�2

�
U2

1;2 + U2

2;1

�
(3.93)

Die Anisotropie der turbulenten Normalspannungen h�angt also au�er von C� nur von C2

ab. Der Koe�zient C2 (Tabelle 3.11) schwankt zwischen 0.0144 (SZL) und 0.043 (GIR-

SSG) bzw. 0.055 (SP), also um mehr als einen Faktor 3. Auch hinsichtlich der �ubrigen

Koe�zienten besteht eine erhebliche Diskrepanz zwischen den Modellen.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, da� lineare Modelle zwar b11 = b22 = 0 liefern,

dieses aber nicht bedeutet, da� die Normalspannungsdi�erenz gleich Null ist.

Es ist an dieser Stelle noch nicht m�oglich, den tats�achlichen Ein
u� der realistischeren

Modellierung der turbulenten Normalspannungen zu quanti�zieren. Dieser Sachverhalt

wird im folgenden anhand der Str�omung in einem quadratischen Kanal und sp�ater bei

der Anwendung auf komplexe Kanalstr�omungen weiter diskutiert.

3.3.2 Sekund�arstr�omungswirbel in einem quadratischen Kanal

Das Auftreten von Sekund�arstr�omungen in nicht-kreisf�ormigen Kan�alen ist ein bekanntes

Ph�anomen, das unmittelbar auf die Anisotropie der turbulenten Normalspannungen

zur�uckzuf�uhren ist. Dieses l�a�t sich f�ur eine vollst�andig entwickelte Str�omung, d.h. @=@x1 =

0, sehr leicht anhand der axialen Wirbeltransportgleichung zeigen.

Mit der axialen Wirbelst�arke


1 = U2;3 � U3;2 (3.94)

erh�alt man

U2
@
1

@x2
+U3

@
1

@x3
= �

 
@2
1

@x22
+
@2
1

@x23

!
+

@2

@x2@x3

�
u23 � u22

�
�
 
@2

@x23
� @2

@x22

!
u2u3 (3.95)

Eine sekund�arstr�omungsfreie Kanalstr�omung, also U2 = U3 = 0, ist demnach nur m�oglich,

wenn u22 � u23 = const entlang x2 und x3 und u2u3 = 0 ist. Dieses ist in turbulenten

Kanalstr�omungen jedoch nicht der Fall. Interessant ist, da� die Di�erenz der turbulenten
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Normalspannungen in die Impulsbilanz eingeht, nicht aber der absolute Betrag der Nor-

malspannungen.

Demuren und Rodi [DR84] zeigen, da� die Normalspannungsdi�erenz den Antrieb

der Sekund�arstr�omungen darstellt. Der Schubspannungsterm u2u3 wirkt andererseits den

Sekund�arstr�omungen entgegen. Tats�achlich sind der Schubspannungs- und Normalspan-

nungsterm in den Impulsbilanzen der Sekund�arstr�omungskomponenten im gesamten Str�o-

mungsfeld von gleicher Gr�o�enordnung.Die korrekte Ausbildung der Sekund�arstr�omungs-

wirbel erfordert daher eine recht genaue Modellierung dieses Kr�afteverh�altnisses.

Vernachl�assigt man in den quadratischen Termen die lateralen Gradienten der Sekund�ar-

geschwindigkeiten, so erh�alt man f�ur die Di�erenz der lateralen turbulenten Normalspan-

nungen

u22 � u23 =
C1 � 2C2 +C3

4

k3

�2

�
U2

1;3� U2

1;2

�
: (3.96)

Im Schubspannungstermd�urfen die Gradienten der Sekund�arstr�omungsgeschwindigkeiten

hingegen nicht vernachl�assigt werden, weil sie dort im linearen Term auftreten.

u2u3 = �C�

k2

�
(U2;3 + U3;2) +

C1 � 2C2 + C3

4

k3

�2
U1;2U1;3 (3.97)

Demuren undRodi [DR84] zeigen ferner, da� der lineare Anteil im Schubspannungsterm

fast im gesamten Str�omungsfeld �uberwiegt. Dieses erkl�art sich damit, da� au�er in der

Ecke entweder U1;2 oder U1;3 sehr klein ist.

Damit wird deutlich, da� das Kr�afteverh�altnis zwischen Schubspannungs- und Normal-

spannungsterm von der richtigen Wahl des Koe�zienten C� und der Koe�zienten Ci

abh�angt. Die Koe�zienten vor dem nichtlinearen Term lassen sich zu einem einzigen

Koe�zienten Ce� zusammenfassen. Dieser Wert ist dann ein Ma� f�ur die modellcharak-

teristische Di�erenz der turbulenten Normalspannungen, w�ahrend C� die Schubspan-

nungen dominiert. Die Koe�zienten sind f�ur � = 3:3 in Tabelle 3.11 gegeben.

Berechnung der Sekund�arstr�omungswirbel

Die Berechnung einer einlaufenden Str�omung in einem quadratischen Kanal stellt einen

erheblichen numerischen Aufwand dar, vor allem dann, wenn man die Berechnung mit

einer hinreichenden numerischen Au
�osung durchf�uhren mu�. Aus diesem Grunde wurde

f�ur diese Untersuchungen ein neues Programm zur Berechnung einer vollst�andig eingelau-

fenen Str�omung entwickelt. Durch Wegfall aller axialen Gradienten vereinfacht sich das

Problem auf einen essentiell 2-dimensionalen Str�omungsfall mit einer entsprechenden

Reduzierung des numerischen Aufwandes. Das numerische Verfahren ist im Anhang A

beschrieben.

Das Str�omungsfeld wurde mit 30� 30 Elementen aufgel�ost. Der Wandabstand des wand-

n�achsten Knotens lag bei y+ � 100 auf der Symmetrielinie und bei y+ � 60 im Bereich der

Ecke. Testrechnungen mit einem 40� 40-Netz ergaben nahezu identische Ergebnisse. Die

Reynolds-Zahl betrug Re = 250000. Die Geometrie des Str�omungskanals ist in Abbildung
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Tabelle 3.11: Modellkoe�zienten f�ur � = 3:3 in einer ebenen Kanalstr�omung.

Modell C� C1 C2 C3 Ce�

SKE 0.090

RNG 0.085

NKE 0.091

SZL 0.088 0.0029 0.0144 0.0183 0.0019

GS-LRR 0.087 0.0167 0.0231 0.0074

GS-GLIP 0.081 0.0459 0.0222 0.0000

GS-SSG 0.084 0.0295 0.0314 0.0084

GS-TB 0.076 0.0032 0.0224 0.0104

GIR-LRR 0.110 0.0324 0.0446 0.0142

GIR-GLIP 0.105 0.0864 0.0432 0.0000

GIR-SSG 0.092 0.0406 0.0403 0.0115

GIR-TB 0.093 0.0061 0.0430 0.0199

TB-LRR 0.101 0.0247 0.0342 0.0109

TB-GLIP 0.095 0.0661 0.0331 0.0000

TB-SSG 0.088 0.0343 0.0366 0.0097

TB-TB 0.086 0.0046 0.0322 0.0149

SP 0.090 0.0550 0.0550 0.0137

RB 0.085 0.2280 0.0480 -0.1880 0.0140

3.13 dargestellt.

Zum Vergleich stehen zum einen die experimentellen Untersuchungen von Gessner und

Emery [GPE82], sowie die grundlegende numerische Arbeit von Demuren und Rodi

[DR84] zur Verf�ugung.

Die H�ohenlinien der axialen Geschwindigkeitskomponente, die Sekund�arstr�omungswirbel

und die Wandschubspannungsverteilungen sind in den Abbildungen 3.14, 3.15 und 3.16

dargstellt. Die in diesem Zusammenhang relevanten Ergebnisse werden im folgenden

besprochen.

Die Sekund�arstr�omungswirbel bewirken eine Deformation des axialen Geschwindigkeits-

feldes, wobei die H�ohenlinien auf der Diagonalen weiter in die Ecke hineingezogen werden

und auf den Symmetrielinienweiter zur Kanalmitte wandern (Abb. 3.15). Zur�uckzuf�uhren
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ist dies auf den durch die Sekund�arstr�omungswirbel (Abb. 3.14) verursachten Impulstrans-

port in Richtung Ecke. Ein Vergleich der H�ohenlinien der axialen Geschwindigkeitskompo-

nenente ist lediglich f�ur die beidenModelle gegeben, die zu den st�arksten Sekund�arstr�omun-

gen f�uhrten. O�ensichtlich ist auch in diesen F�allen die Deformation des Geschwindigkeits-

feldes noch nicht ausreichend. Zu dem gleichen Befund kommen auchDemuren undRodi

[DR84] in ihrer Arbeit.

Weitere Hinweise hinsichtlich der St�arke der Sekund�arstr�omungen liefert der Vergleich der

Wandschubspannungsverteilung (Abb.3.16). Die Messung der Wandschubspannungsver-

teilung wurde der Arbeit von Lund [Lun77] entnommen.

1. Die linearen Modelle SKE, NKE und RNG liefern fast identische Wandschubspan-

nungsverteilungen.Die Modi�kation der Dissipationsgleichung oder die Verwendung

eines variablen C� macht sich praktisch nicht bemerkbar.

2. Das SZL-Modell ist zwar in der Lage Sekund�arstr�omungen zu erzeugen, letztere

sind jedoch ausgesprochen schwach. Dieses steht in �Ubereinstimmung mit dem sehr

kleinen Koe�zienten Ce� = 0:0144 und den schon bei der ebenen Kanalstr�omung

festgestellten zu kleinen Anisotropiefaktoren.

3. Das GIR-, TB- und GS-Modell ergeben in allen F�allen sehr �ahnliche Verteilungen,

was verdeutlicht, da� die Sekund�arstr�omungen ausschlie�lich durch die Wahl des

DSK-Modells bestimmt werden.

4. Ein sehr interessanter Befund ist der, da� das GLIP-DSK-Modell keine Sekund�ar-

str�omungen erzeugt. Der e�ektive Koe�zient ergibt sich in diesem Fall tats�achlich

zu Null.

5. Die st�arksten Sekund�arstr�omungen liefert jeweils das TB-DSK-Modell, gefolgt von

dem SSG- und zuletzt von dem LRR-Modell. Dieses erscheint auf den ersten Blick

etwas �uberraschend, weil der Koe�zient Ce� des GIR-LRR-Modells mit 0.0142

z.B. genauso gro� wie der entsprechende Wert der TB-TB-Modellkombination ist.

Zur�uckzuf�uhren sind die mit GIR-LRR berechneten schw�acheren Sekund�arstr�omun-

gen auf den gleichzeitig recht gro�en Koe�zienten C�, der einen relativ gro�en

Schubspannungsterm bewirkt.

Die recht gute Berechnung der Wandschubspannungsverteilung steht in einem gewissen

Widerspruch zu der ungenauen Berechnung des axialen Geschwindigkeitsfeldes. Eine ein-

deutige Erkl�arung daf�ur kann nicht gegeben werden, m�oglicherweise h�angt es aber damit

zusammen, da� die Messungen verschiedenen Studien entnommen worden sind.

Der Vollst�andigkeit halber sind die Verteilung der axialen Geschwindigkeitskomponente

und der Turbulenzenergie auf der Diagonalen und entlang der Symmetrielinie in den

Abbildung 3.17 und 3.20 gegeben. Der Ein
u� der Sekund�arstr�omungswirbel ist eindeutig

zu erkennen, je gr�o�er die Sekund�arstr�omungen, desto besser ist die �Ubereinstimmung

mit den Me�werten. Au��allig ist die erheblich zu gro�e Turbulenzenergie in der Ecke

und die zu kleine Turbulenzenergie an der Wand. Wie Abbildung 3.18 zeigt, wird der

Geschwindigkeitsgradient in der Ecke von allen Modellen zu gro� berechnet und daher

ist auch die Produktion der Turbulenzenergie zu gro�. Umgekehrt ist es an der Wand
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auf der Symmetrielinie, dort ist der wandsenkrechte Geschwindigkeitsgradient und damit

auch die Turbulenzproduktion zu klein. Eine weitere m�ogliche Ursache liegt in der Angabe

der Randbedingungen, also an der Wandfunktion f�ur das Geschwindigkeitsfeld und der

Gleichgewichtsannahme f�ur die Turbulenzenergie und die Dissipation, die nach [DR84]

tendenziell zu kleine k liefert.

Das SP- und RB-Modell bereiteten erhebliche numerische Probleme. Trotz starker Unter-

relaxation konnte keine konvergierte L�osung erzielt werden. Interessanterweise konnte bei

den anderen Modellen mit variablen Koef�zienten nichts dergleichen festgestellt werden.

Die numerischenProbleme bei dem SP- und RB-Modell traten eindeutig zuerst im Bereich

der Ecke auf. Dort erreichen � und �Werte �uber 4, was zu unrealistischgro�en turbulenten

Spannungen (u2i / �2) f�uhrt. Bei der Anwendung dieser Modelle auf die Str�omung �uber

eine zur�uckspringende Stufe und auf die rezirkulierende Raumstr�omung, die mit dem

kommerziellen CFD-Code Flotran durchgef�uhrt wurden, traten im �ubrigen die gleichen

Konvergenzprobleme auf.

Diese Ergebnisse f�uhren zu der Schlu�folgerung, da� das DSK-Modell nach Taulbee

das in einem quadratischen Kanal bestehende Kr�aftegleichgewicht zwischen Normal- und

Schubspannungenam besten wiedergibt.Das Verh�altnis zwischenC� und den Koe�zienten

Ci vor den nichtlinearen Termen, das dieses Kr�afteverh�altnis bestimmt, ist o�ensichtlich

realistisch. Dieses ist umso bemerkenswerter, als da� das SSG-Modell die absolutenWerte

der Normalspannungenzumindest in 2-dimensionalenStr�omungen erheblich besser wieder-

gibt.

3.4 Kopplung der turbulenten Spannungen

Betrachtet werde zun�achst eine einfache ebene Scherstr�omung. Deren Hauptstr�omungs-

richtung sei x1, die Richtung senkrecht dazu sei x2. Ferner sei angenommen, da� gegen�uber

dem wandsenkrechten Geschwindigkeitsgradienten U1;2 alle anderen Geschwindigkeits-

gradienten vernachl�assigbar seien.

Die Kopplung der turbulenten Spannungen ist in der folgenden Abbildung 3.21 skizziert.

Die Produktion von Turbulenzenergie erfolgt ausschlie�lich in der u21-Komponente, weil

der Produktionsterm der u22-Komponente gleich Null ist. Dennoch gilt u22 > 0. Zur�uckzu-

f�uhren ist dies auf den Energietransfer von der u21 zur u
2
2- Komponente infolge der Druck-

Geschwindigkeitswechselwirkung. Der Produktionsterm der turbulenten Schubspannung

ist nun wiederum abh�angig von eben dieser u22-Komponente. Die turbulente Schubspan-

nung ihrerseits ist verantwortlich f�ur die Produktionvon Turbulenzenergie. Es handelt sich

also um einen geschlossenen Proze�, indem die Wechselwirkung der turbulenten Spannun-

gen untereinander und die Druck-Scher-Wechselwirkung elementare Vorg�ange sind.

In einer ebenen leicht gekr�ummten Scherstr�omung tritt zus�atzlich der Geschwindigkeits-

gradient U2;1 6= 0 auf, w�ahrend alle anderen Geschwindigkeitsgradienten weiterhin ver-

nachl�assigbar seien. Die Kopplung der turbulenten Spannungen ist in Abbildung 3.22

graphisch dargestellt.
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Die turbulenten Normalspannungen sind positiv. Nimmt man ferner an das U1;2 und U2;1
ebenfalls positiv sind, so haben beide Anteile im Produktionsterm von u1u2 das gleiche

Vorzeichen. Selbst wenn U2;1 � U1;2, wie es an einer schwach gekr�ummten Wand der

Fall ist, wird der zus�atzliche Term einen erheblichen Beitrag leisten, weil gleichzeitig

u21 � u22. Da u1u2 negativ ist, wird die Produktion von u22 verst�arkt und damit auch

die Produktion von u1u2. Dieses erkl�art den experimentellen Befund, da� bereits eine

schwache Stromlinienkr�ummung einen starken Ein
u� auf die Turbulenzstruktur hat.

Wie aber spiegelt sich dies in der Modellierung der turbulenten Spannungen wieder? Die

turbulente Schubspannung ergibt sich bei allen Modellen aus

u1u2 = �C�

k2

�
(U1;2 + U2;1) (3.98)

= �C�

k2

�
U1;2

 
1 +

U2;1

U1;2

!
:

Es ist ganz o�ensichtlich, da� hier die Kopplungnur sehr schwach sein wird, weil der zweite

Anteil wegen U2;1� U1;2 nur zu einer unwesentlichenErh�ohung der Schubspannung f�uhrt.

Die starke Wechselwirkung der turbulenten Spannungen, die in dem Produktionsterm

Pij steckt, ist also verantwortlich f�ur den Ein
u� der Stromlinienkr�ummung auf die

Turbulenzstruktur. An einer konkaven Wand f�uhrt dieses z.B. zu einer Verst�arkung der

Turbulenz und damit zur Vergr�o�erung der Wandschubspannung. An einer konvexen

Ober
�ache sind die Verh�altnisse gerade umgekehrt. Analoge Betrachtungen lassen sich

im �ubrigen f�ur die Str�omung in divergierenden oder konvergierenden Kan�alen anstellen,

oder auch hinsichtlich des Ein
usses von Kompression und Expansion auf die Turbulenz.

Ein weiteres wichtiges Beispiel ist die bereits angesprochene stabilisierende bzw. destabili-

sierende Wirkung der Rotation auf die Turbulenz. Man spricht in diesem Zusammenhang

von secondary strains, also Sekund�ardeformationen, die dem prim�aren Geschwindigkeits-

gradienten U1;2 einer einfachen Scherstr�omung [Bra73] �uberlagert sind. Diese Sekund�ar-

deformationen haben, auch wenn sie an sich sehr klein sind, erhebliche Auswirkungen auf

die Turbulenz.

Im Zuge der Herleitung der expliziten algebraischen Reynolds-Spannungsmodelle ist der

Produktionsterm der turbulenten Spannungen und damit deren starke Kopplung verloren

gegangen. Die in diesem Abschnitt beschriebenenWirkungen von Sekund�ardeformationen

auf die Turbulenzstrukturwerden daher von expliziten algebraischenReynolds-Spannungs-

modellen grunds�atzlich schlecht wiedergegeben.

In der Vergangenheit sind verschiedene empirische Modi�kationen des Standard k-�-

Modells vorgeschlagen worden, die den Ein
u� der Stromlinienkr�ummung oder anderer

Sekund�ardeformationen auf die Turbulenz ber�ucksichtigen. Nachteilig an diesen meist em-

pirischen Modi�kationen ist ihre stark eingeschr�ankte Allgemeing�ultigkeit, so da� sie im

Rahmen dieser Arbeit nicht weiter behandelt werden. In vielen Anwendungen ist diese

Vereinfachung schwerwiegender als die Vernachl�assigung bzw. ungen�ugende Modellierung

des konvektiven und di�usiven Transportes der turbulenter Spannungen.
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3.5 Turbulenzproduktion

Eine weitere wichtige Konsequenz der expliziten Formulierung betri�t den Produktions-

term der Turbulenzenergie. Bei allen linearen Modellen �ndet man f�ur den Quotienten

aus Turbulenzproduktion und Dissipation

Pk

�
= C��

2 : (3.99)

Man kann leicht zeigen, da� in 2-dimensionalen Str�omungen die nichtlinearen Terme

keinen Beitrag zur Turbulenzproduktionliefern. Auch in 3-dimensionalenScherstr�omungen

stellt der obige Ausdruck eine gute N�aherung dar, weil in Scherstr�omungen die Turbulenz-

produktion durch die Schubspannungsterme dominiert wird. Da die nichtlinearen Terme

meist nur einen sehr kleinen Beitrag zur turbulenten Schubspannung liefern, wird auch

ihr Beitrag zur Turbulenzproduktion im allgemeinen gering sein.

In der industriellen Anwendung treten sehr h�au�g Str�omungen mit starker Umlenkung

auf, wie zum Beispiel bei der Umstr�omung stumpfer K�orper. Das Geschwindigkeitsfeld

im Bereich der Umlenkung wird nur unwesentlich durch die lokale Turbulenz beein
u�t.

Die lokal erzeugte Turbulenzenergie wird aber konvektiv und di�usiv in benachbarte

Str�omungsgebiete transportiert und kann dort wiederum einen erheblichen Ein
u� auf

das Geschwindigkeitsfeld haben. Dieser Sachverhalt bedarf aufgrund seiner praktischen

Bedeutung einer eingehenderen Betrachtung.

3.5.1 Str�omungen mit starker Umlenkung

Im folgenden wird der Produktionsterm der Turbulenzenergie im Bereich des Staupunk-

tes eines umstr�omten stumpfen K�orpers n�aher untersucht [Les90, CLS93]. F�ur eine 2-

dimensionale Str�omung �ndet man f�ur den Produktionsterm zun�achst allgemein

Pk = �u21U1;1 � u22U2;2 � u1u2 (U1;2 + U2;1) (3.100)

und dann in seiner modellierten Form

Pk = 2C�

k2

�
U2

1;1 + 2C�

k2

�
U2

2;2 + C�

k2

�
(U1;2 + U2;1)

2
: (3.101)

Im Staupunkt an einem stumpfen K�orper wird der Produktionsterm durch die ersten

beide Terme dominiert, also durch U1;1 und U2;2. Nimmt man ferner an, da� u21 � u22
gilt, so werden sich wegen U1;1 + U2;2 = 0 die ersten beiden Terme gegenseitig nahezu

aufheben und die Turbulenzproduktion ist klein. Da die Geschwindigkeitsgradienten in

dem modellierten Produktionsterm zum Quadrat auftreten, addieren sich in diesem Fall

die beiden Terme und die Turbulenzproduktion ist gro�. Sie wird hier also durch die Ge-

schwindigkeitsgradienten in Normalenrichtung (normal straining) dominiert und es sind

die turbulenten Normalspannungen, die die Turbulenzproduktion bestimmen.

Im allgemeinen 3-dimensionalenFall liefern auch die nichtlinearenTerme einen Beitrag zur

Turbulenzproduktion im Staupunkt. Eine einfache analytische Betrachtung ist hier nicht

m�oglich, weshalb die Problematik anhand zweier einfacher Str�omungsprobleme untersucht

werden soll.
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Axialsymmetrische Staupunktstr�omung

Die Geometrie der von Cooper, Jackson, Launder und Liao [C+93] experimentell

untersuchten axialsymmetrischen Staupunktstr�omung ist in Abbildung 3.23 dargestellt.

Die aus dem Rohr mit dem Durchmesser D ausstr�omende Luft tri�t auf die untere ebene

Platte und wird nach allen Seiten umgelenkt. Dabei bildet sich auf der Symmetrieachse

ein Staupunkt aus und in radialer Richtung entwickelt sich ein Wandstrahl, dessen exakte

Berechnung das Ziel ist. Der Abstand des Rohraustrittsquerschnittes von der Platte

betr�agt H = 2D. Die Reynolds-Zahl, gebildet mit dem Rohrdurchmesser und der mittleren

Geschwindigkeit im Rohr, liegt bei 23000. Am Austrittsquerschnitt darf die Str�omung

als vollst�andig eingelaufen angesehen werden, so da� klar de�nierte Randbedingungen

vorliegen.

Die berechneten Geschwindigkeits- und Turbulenzenergieverteilungen sind f�ur drei radiale

Positionen in den Abbildungen 3.24 bzw. 3.25 dargestellt.

Zur Berechnung der Str�omung wurde das kommerzielle FEM-Programm Flotran ver-

wendet, in das alle zu untersuchenden Turbulenzmodelle implementiert wurden. Das

numerische Verfahren sowie die Implementierung der Turbulenzmodelle ist im Anhang

A beschrieben. Den Berechnungen ging eine sorgf�altige Optimierung des Netzes voraus.

Eine Verdopplung der Netzfeinheit ergab praktisch identische Ergebnisse. Insbesondere

konnte auch durch eine Verfeinerung des Netzes an der Wand keine Verbesserung der

Ergebnisse erzielt werden.

Es ist deutlich zu erkennen, da� das Standard k-�-Modell die Turbulenzenergie vor allem in

der N�ahe des Staupunktes (r/D=0.5) drastisch �ubersch�atzt. Das berechnete Maximum in

der Turbulenzenergie liegt um einen Faktor 10 �uber den Me�werten. Alle neuen Turbulenz-

modelle �ubersch�atzen zwar weiterhin die Turbulenzenergie, sie liegen aber deutlich n�aher

an den experimentellenWerten, dieses gilt insbesondere bei r/D=1.0. Interessant ist, da�

alle Modelle in der weiteren Entwicklung des Radialstrahls die Turbulenz tendenziell eher

untersch�atzen. Die Ursache daf�ur wird deutlich, wenn man die entsprechenden Geschwin-

digkeitsverteilungen betrachtet (Abb.3.24). Aufgrund der viel zu hohen Turbulenz im

Staupunkt ist die Ausbreitung des Radialstrahls in die ruhige Umgebung zu gro�, der

Strahl wird zu breit. Dadurch wird sowohl die Maximalgeschwindigkeit des Radialstrahls

als auch der Geschwindigkeitsgradient senkrecht zur Wand zu klein berechnet und somit

zwangsl�au�g auch die Turbulenzproduktion an der Wand untersch�atzt. Aufgrund der

deutlich verringerten Turbulenz werden auch die Geschwindigkeitspro�le an allen drei

radialen Positionen von den neuen Turbulenzmodellen insgesamt genauer wiedergegeben.

Die sehr niedrigenMe�werte f�ur die Turbulenzenergie im Bereich des Staupunktes deuten

darauf hin, da� die Turbulenz dort fast zum Erlahmen kommt. Erst in der weiteren

Entwicklung des Radialstrahls wird die Str�omung wieder vollst�andig turbulent. Solche

E�ekte k�onnen grunds�atzlich nicht mit High-Reynolds-Number Turbulenzmodellen erfa�t

werden. Daher kann die �Uberh�ohung der Turbulenzenergie im wandnahen Bereich auch

auf die Verwendung von Wandfunktionen zur�uckgef�uhrt werden. Dieses erkl�art aber nicht

die insgesamt drastische �Ubersch�atzung der Turbulenzenergie.
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Interessant ist ferner, da� kein wesentlicher Unterschied zwischen den linearen und nicht-

linearen Modellen festgestellt werden kann. Die Reduzierung der Turbulenzenergie ist

allein auf die Verwendung variabler Koe�zienten zur�uckzuf�uhren. Hingewiesen sei an

dieser Stelle auf die Arbeit von Craft et al [CLS93], die dieses Str�omungsproblem

mit einem ungleich komplexeren kubischen algebraischen Low-Reynolds-Number Modell

untersuchen. Die Autoren kommen zu dem Schlu�, da� nur mit nichtlinearen Modellen

diese Staupunktstr�omung realistisch berechnet werden kann. Es wird in der Arbeit aber

nicht nachgewiesen, welche Rolle die nichtlinearenTerme tats�achlich spielen oder inwieweit

die genauere Berechnung auf die Wahl der (variablen) Koe�zienten zur�uckzuf�uhren ist.

Im Bereich des Staupunktes ist aufgrund der starken Umlenkung der Str�omung Pk=�

meist gr�o�er als Eins, so da� der konstante Werte C�=0.09 des Standard k-�-Modells

viel zu gro� ist und die �Uberh�ohung der Turbulenzenergie noch verst�arkt. Alle neuen al-

gebraischen Reynolds-Spannungsmodelle reagieren auf die lokal sehr gro�e Deformation

mit einer Verkleinerung des Koe�zienten C�, die Turbulenzproduktion wird vermindert.

Eine Ausnahme ist hier das GS-Modell (nicht dargestellt), bei dem die Abh�angigkeit des

Koe�zienten C� von � nahezu eliminiert ist.

Auch das RNG-Modell liefert wegen der Abh�angigkeit des Koe�zienten C�;1 eine Verbes-

serung.

C�;1 = 1:42� � (1� �=4:38)
1 + 0:012�3

F�ur � > 4:38 wird der zweite Term kleiner als Null und C�;1 wird insgesamt gr�o�er.

Damit wird der Produktionsterm in der Dissipationsgleichung gr�o�er und die Turbu-

lenzenergie sinkt. Diese Tendenz wird durch das starke Anwachsens des Nenners (/ �3)

nach oben begrenzt (Abb.2.1). Der C�;1-Koe�zient des NKE-Modells zeigt ein etwas

anderes Verhalten, er wird mit steigendem � kontinuierlich kleiner, sinkt aber nicht unter

0.43. Gleichzeitig wird aber die Turbulenzproduktion infolge des kleiner werdenden C�'s

reduziert, so da� auch dieses Modell die �Uberh�ohung der Turbulenzenergie vermindert.

Die �Ubersch�atzung der Turbulenzenergiebei sehr starker Umlenkung der Str�omung ist also

eine grunds�atzliche Schw�ache aller expliziten algebraischen Reynolds-Spannungsmodelle,

ganz gleich ob linear oder nichtlinear. Die deutliche Verbesserung der Ergebnisse ist auf

die Anpassung der Koe�zienten an das lokale Str�omungsfeld zur�uckzuf�uhren.

Welchen Ein
u� die lokale �Ubersch�atzung der Turbulenzenergie auf benachbarte Str�o-

mungsgebiete haben kann, wird im folgenden anhand der Umstr�omung eines NACA 0012

Trag
�ugelpro�ls gezeigt.

Umstr�omung eines NACA 0012 Trag
�ugels

Die Umstr�omung eines NACA 0012 Trag
�ugelpro�ls bei 18� Anstr�omwinkel wurde von

Vicente [Vic97] mit der in dieser Arbeit modi�zierten Flotran-Version im Rahmen

einer Diplomarbeit untersucht. Im folgenden werden nur die wesentlichen Ergebnisse

angegeben.
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Die Str�omung ist gekennzeichnet durch eine freie Abl�osung der Str�omung an der Vorder-

kante des Pro�ls. Diese ist zur�uckzuf�uhren auf den positiven Druckgradienten, gegen den

die Str�omung auf der Oberseite anl�auft. Infolge der Abl�osung an der Vorderkante des

Pro�ls bricht der Auftriebsbeiwert schlagartig ein, weil die Abl�osung sofort den gesamten

Trag
�ugel erfa�t.

Die numerische Berechnung dieser Str�omung ist sehr schwierig. Zum einen weil die Anstr�o-

mung laminar ist und erst auf dem Trag
�ugel bei ungef�ahr 2% Sehnenl�ange der Umschlag

zur turbulenten Str�omung erfolgt. Die Berechnung geht aber von einer vollst�andig turbu-

lenten Str�omung aus, so da� an der Vorderkante die Turbulenzenergie und damit der

turbulente Impulstransport massiv �ubersch�atzt wird. Nach dem Umschlag entwickelt sich

dann die neue Grenzschicht, die infolge des Druckgradienten fr�uhzeitig abl�ost.

Auch hier wurde eine sorgf�altige Optimierung des numerischen Netzes durchgef�uhrt. Das

Finite Elemente Netz umfa�te insgesamt 22624 Elemente, der mittlere Wandabstand des

wandnahen Knoten betrug y+ � 100. Die Reynolds-Zahl lag bei Re = 2:4 � 106. Die

Turbulenzintensit�at der Anstr�omung wurde auf 1:0 � 10�5 festgesetzt, so da� zumindest

die Anstr�omung praktisch laminar ist.

Das berechnete Str�omungsfeld ist f�ur einige Modelle in den Abbildungen 3.26 bis 3.29 in

Form von Partikelbahnen dargestellt. Die Auftriebsbeiwerte sind in Tabelle 3.12 gegeben.

Tabelle 3.12: Auftriebsbeiwerte

Modell Auftriebsbeiwert

SKE 1.59

NKE 1.48

RNG 1.47

GIR-TB 1.38

TB-TB 1.39

SZL 1.33

Experiment 1.17

Den Abbildungen ist zu entnehmen, da� bei dem Standard k-�-Modell keine Abl�osung der

Str�omung auftritt. Dieses resultiert in einem mit CL = 1:59 viel zu hohen Auftriebsbei-

wert. Zur�uckzuf�uhren ist dies auch auf eine �Ubersch�atzung der Turbulenz an der Trag
�u-

gelnase, und zwar nicht nur unmittelbar an der Trag
�ugelober
�ache, sondern bereits in

einiger Entfernung vor der Nase. Die Abl�osung wird aufgrund des �uberh�ohten Impuls-

transportes von der Au�enstr�omung zur Trag
�ugelober
�ache vollst�andig unterdr�uckt. Die

Darstellungen der Turbulenzenergieverteilung (Abb.3.30 und 3.31) an der Trag
�ugelnase

zeigen, da� die neuen Modelle die Turbulenzenergie um mehr als einen Faktor 100 vermin-

dern. Dieses erkl�art, warum alle neuen Modelle im Gegensatz zum Standard k-�-Modell

eine gro�e Abl�oseblase und eine entsprechend genauere Vorhersage der Auftriebsbeiwertes
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ergeben.

�Ahnliche Beobachtungen teiltMenter [Men92] mit, der die Umstr�omung um ein NACA

4412 Trag
�ugelpro�l bei einem Anstr�omwinkel von 13.87� untersucht. Er vergleicht in

seiner Arbeit das Standard k-�- mit verschiedenenVersionen des k-!-Modells. Alle Modelle

lieferten an der Trag
�ugelnase extrem �uberh�ohte Werte der Turbulenzenergie und infolge

dessen eine sehr ungenaue Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes. Erheblich bessere Er-

gebnisse erzielte Menter [Men92] durch Ersetzen der Invarianten � des Deformations-

tensors im Produktionsterm der Turbulenzenergie

Pk = C��
2 (3.102)

durch die Invariante des Rotationstensors

Pk = C��
2 : (3.103)

Im Gegensatz zum Deformationstensor enth�alt der Rotationstensor lediglich Scherdefor-

mationen, so da� die Normaldeformationen keinen Beitrag mehr zur Turbulenzproduktion

liefern. Letztere sind aber gerade im Bereich der Trag
�ugelnase aufgrund der starken

Umlenkung der Str�omung sehr gro�. Auf diese Weise gelingt es Menter [Men92], die

Turbulenzproduktion auf ein realistisches Ma� zu reduzieren.

Diese Modi�kation des Produktionstermshat also den gleichen E�ekt wie die Verwendung

eines variablen C� bzw. C�;1. Die vorangegangenen Abschnitte haben bereits gezeigt, da�

die Abh�angigkeit des C� und des C�;1 theoretisch und physikalisch begr�undet ist, die

Modi�kation des Produktionsterms ist hingegen ein Kunstgri� und nicht allgemeing�ultig.

Diese Befunde stehen in �Ubereinstimmung mit den Untersuchungen von Abid et al

[ARG95] am gleichen Trag
�ugelpro�l. Die Autoren zeigen, da� das k-!-Modell nur in

Verbindung mit einem variablen C� realistische Ergebnisse liefert. Das Standard k-!-

Modell unterdr�uckt die Abl�osung fast vollst�andig, w�ahrend das k-!-Modell mit variablem

C� die Gr�o�e der Rezirkulationszone in recht guter �Ubereinstimmung mit Experimenten

wiedergibt.

Anzumerken ist noch, da� bei den in dieser Arbeit gefundenen Ergebnissen die Abl�osung

erst ungef�ahr in der Mitte des Trag
�ugels einsetzt und damit auch hier zu sp�at. Dieses ist

zum einenmit der schon angesprochenen �Ubersch�atzung der Turbulenz an der Vorderkante

infolge der laminaren Anstr�omung zu erkl�aren. Der Umschlag von der laminaren zur

turbulentenStr�omungwird nat�urlichauch von den neuenModellen nicht korrekt wiederge-

geben, stattdessen wird das gesamte Str�omungsfeld als turbulent angenommen. Dieser

Umschlag kann nur mit speziellen Low-Reynolds-Number Modellen berechnet werden,

falls �uberhaupt. Zum anderen erfordert auch die Berechnung einer freien Abl�osung die

Verwendung eines Low-Reynolds-Number Modells, weil Wandfunktionen im Bereich der

Abl�osung nicht mehr g�ultig sind. Die verbleibenden Abweichungen zwischen Experiment

und Rechnung sind also mit der ungenauen Beschreibung des wandnahen Bereichs zu

erkl�aren. Die neuen Modelle korregieren lediglich die �uberh�ohte Turbulenzproduktion des

Standard k-�-Modells vor dem Trag
�ugel.
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3.5.2 Rezirkulationszonen

Ein rezirkulierende Str�omung ist durch eine besonders ausgepr�agte Stromlinienkr�ummung

charakterisiert. F�ur die folgenden Betrachtungen ist es hilfreich den Produktionsterm der

Turbulenzenergie in Stromlinienkoordinaten zu formulieren. Vernachl�assigt man Us;s, Un;n

und Un=R gegen�uber Us;n und Us=R, so �ndet man f�ur den gesuchten Produktionsterm

Pk � �unus
�
Us;n �

Us

R

�
; (3.104)

wobei n die Koordinatenrichtungnormal zu den Stromlinienund s die Stromlinienrichtung

bezeichnet. Die Schubspannung usun ist dabei dem Gradienten Us;n entgegen gerichtet.

Im Kern einer Rezirkulationszone gilt

Us;n > 0 und
Us

R
> 0 : (3.105)

Je nach St�arke der Rezirkulation und Kr�ummungsradius wird der Gesamtterm entweder

negativ oder positiv sein, so da� der Produktionsterm insgesamt auch negativ werden

kann. In den meisten F�allen f�uhrt die Stromlinienkr�ummung zu einer Verringerung der

Turbulenzenergie.

Alle in dieser Arbeit untersuchten linearen Turbulenzmodelle liefern f�ur den Produktions-

term

Pk � C�

k2

�

�
Us;n �

Us

R

�2
: (3.106)

Je nach Vorzeichen und Gr�o�e der beiden Anteile wird die Turbulenzproduktion gr�o�er

oder kleiner sein, niemals aber negativ. Im innersten Kern einer Rezirkulationszone kann

es in der Tat zu einer negativen Produktion von Turbulenzenergie kommen, die von den

expliziten algebraischen Reynolds-Spannungsmodellen grunds�atzlich nicht wiedergegeben

wird.

Rezirkulierende Raumstr�omung

Ein interessantes Experiment zur n�aheren Untersuchungdieser Aspekte wurde vonBoyle

und Golay [BG83] durchgef�uhrt. Es sei bereits vorab angemerkt, da� es sich hierbei um

ein Negativbeispiel handelt. Es dient gewisserma�en zur Warnung.

Die Geometrie des Str�omungsproblems ist in Abbildung3.32 dargestellt. Die Rezirkulation

wird von einem Strahl angetrieben, der in der Mitte des Raums mit URef=0.823 m/s

eintritt. Als Str�omungsmedium wurde Wasser verwendet.

Die Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes ist vergleichsweise einfach, weil letzteres durch

die Geometrie des Kanals und nur in zweiter Linie durch die Turbulenz dominiert wird.

Problematisch ist jedoch die Vorhersage der Turbulenzenergieverteilung. Vorteilhaft an

diesem Beispiel ist der Umstand, da� die Wand keinen wesentlichen Ein
u� auf die

Turbulenz hat, es sind also tats�achlich nur die Vorg�ange innerhalb der rezirkulierenden
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Str�omung, die hier untersucht werden m�ussen.

Zur Berechnung der Str�omung wurde das kommerzielle FEM-Programm Flotran ver-

wendet, in das alle zu untersuchenden Turbulenzmodelle implementiert wurden. Das

numerische Verfahren sowie die Implementierung der Turbulenzmodelle ist im Anhang

A beschrieben. Im folgenden werden lediglich einige ausgew�ahlte Ergebnisse diskutiert,

die zur Veranschaulichung der Sachverhaltes gen�ugen. Numerisch stellt dieses Str�omungs-

problem keine besonderen Anforderungen, selbst mit einem sehr groben Netz lassen sich

akzeptable Ergebnisse erzeugen, so da� diese Problematik hier nicht weiter diskutiert

werden mu�.

Die Ausbildung der Rezirkulationszone ist sehr gut in den Vektordarstellungen des mit

dem Standard k-�-Modell und dem GIR-SSG-Modell berechneten Geschwindigkeitsfeldes

zu erkennen (Abb. 3.33). Wie auch die Darstellung (Abb.3.34) der Geschwindigkeitsvertei-

lung auf den horizontalen Linien A bis D zeigen, liefern beide Modelle (und alle anderen)

nahezu identische Geschwindigkeitsverteilungen. Lediglich im oberen Bereich (D) sind

gr�o�ere Abweichungen von den Me�werten zu festzustellen.

Als entt�auschend schlechtmu�man die berechnete Turbulenzenergieverteilungbezeichnen,

die in Abbildung 3.35 gegeben ist. Die in dieser Arbeit gefundenen Ergebnisse stehen in
�Ubereinstimmungmit von Boyle undGolay selbst durchgef�uhten k-�-Rechnungen und

mit denen, die von Leschziner in [Les93] wiedergegeben werden.

Die Messungen sind gekennzeichnet durch ein ausgepr�agtes lokales Maximum der Turbu-

lenzenergie auf der linken Seite, das von den Rechnungen vollst�andig verpa�t wird. Auf-

grund des gro�en Geschwindigkeitsgradienten ist dort zum einen die Turbulenzproduktion

gro�. Dies ist aber nicht entscheidend. Der Geschwindigkeitsgradient ist dort viel zu

klein, um eine derartig hohe Turbulenz zu bewirken. Boyle undGolay [BG83] erkl�aren

das ausgepr�agte Maximum der Turbulenzenergie auf der linken Seite vielmehr mit dem

starken konvektiven Transport der Turbulenzenergie entlang der Stromlinien, der von den

explizten algebraischen Reynolds-Spannnungsmodellen nur sehr ungenau modelliert wird.

Das Standard k-�-Modell liefert eine drastische �Ubersch�atzung der Turbulenzenergie im

Kern der Rezirkulationszone. In diesem Bereich f�uhrt die Kr�ummung der Stromlinien auf

die im vorherigen Abschnitt erl�auterte Weise zu einer Abschw�achung der Turbulenz, die

vom Standard k-�-Modell nicht wiedergegeben wird.

Rezirkulierende Str�omungen weisen aber noch eine zweite wichtige Eigenschaft auf. Im

Kern der Rezirkulationszoneherrscht in der Regel kein Gleichgewicht zwischen Produktion

und Dissipation von Turbulenzenergie, tats�achlich gilt Pk=� > 1. Alle neuen algebraischen

Reynolds-Spannungsmodelle reagieren auf dieses Ungleichgewicht in der Turbulenzener-

giebilanz mit einer Verkleinerung des Koe�zienten C�. Vor allem im unteren Bereich (A,

B) wird die Turbulenzenergie dadurch auf ein realistisches Niveau reduziert, ohne da�

allerdings die Verteilung �uber den Querschnitt richtig wiedergegeben wird.

Die horizontale Verteilung des Koe�zienten C� und des Quotienten Pk=� ist in Abbildung

3.36 dargestellt. Man erkennt deutlich, da� im Kern der RezirkulationszoneC� wesentlich
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kleiner als der konstante Werte 0.09 ist und somit verantwortlich f�ur die gegen�uber dem

Standard k-�-Modell verminderte Turbulenzenergie ist.

Dieses Beispiel macht ganz deutlich, da� die Eliminierung des Produktionsterms der

turbulenten Spannungen und die Vernachl�assigung des konvektiven Transportes in den

Transportgleichungen der Reynoldsschen Spannungen zu einem, in diesem Fall, Versagen

des Turbulenzmodells f�uhrt. Weder der Ein
u� die Stromlinienkr�ummung, noch die in

diesem Fall negative Produktion von Turbulenzenergie im Innersten der Rezirkulations-

zone, noch die konvektiven Transportprozesse werden realistisch modelliert.

3.6 Diskussion der Modelle

Es wurde gezeigt, da� die physikalische Bedeutung der Abh�angigkeit der Modellkoe�zien-

ten vom lokalen Str�omungsfeld in der Anpassung des Modells an lokale Ungleichgewichts-

zust�ande in der Turbulenzenergiebilanz liegt.

Die lokale Abh�angigkeit vom Str�omungsfeld wird durch dimensionslose Invariante des

Deformations- und Rotationstensors ausgedr�uckt. Alle Modelle weisen die durch Experi-

mente best�atigte reziproke Abh�angigkeit der Koe�zienten C� vom Quotienten Pk=� auf,

wobei allerdings signi�kante quantitative Unterschiede zwischen den Modellen festzustel-

len sind. Die SSG-Versionen des GIR- und TB-Modells ergeben f�ur gro�e Pk=� recht kleine

C�. Mit den Konstanten aus der LRR- bzw. GLIP-Druck-Scher-Korrelation stellen sich

insbesondere f�ur kleine Pk=� ausgesprochen gro�e C� ein, diese sind vor allem im Gleich-

gewichtsfall Pk=� � 1 unrealistisch hoch. Die TB-Version des GIR- und TB-Modells, sowie

das NKE- und SZL-Modell geben die experimentellen Daten gut wieder und liefern die

insgesamt realistischsten C�-Werte. Dieses gilt insbesondere auch f�ur Pk=� > 1.

Das Standardk-�-Modell liefert selbst f�ur den einfachen Fall der homogenen Scherstr�omung

ein zu starkes Anwachsen der Turbulenzenergie.Der QuotientPk=� liegt je nachModell bei

� 2, so da� der konstante Werte C�=0.09 des Standard k-�-Modells, der nur f�ur Pk=��1
realistisch ist, Ursache der �uberh�ohten Turbulenzproduktion ist. Alle neuen Modelle erge-

ben eine wesentlich bessere �Ubereinstimmung mit den LES-Daten, was sich auch in den

deutlich kleineren C� �au�ert. Die TB- und SSG-Versionen aller Modelle liefern zusammen

mit dem SZL-Modell die insgesamt besten Ergebnisse.

Ferner unterscheiden die Modelle zwischen rotatorischen und translatorischen Deforma-

tionen. In einfachen Scherstr�omungen sind die Invarianten des Deformations- und Rota-

tionstensors identisch, i.a. ist dies jedoch nicht der Fall. Dieser Sachverhalt wurde am

einfachen Beispiel einer rotierenden homogenen Scherstr�omung n�aher untersucht. Die

Rotation taucht lediglich im Rotationstensor auf, so da� dessen Invariante f�ur die Model-

lierung des Ein
usses der Rotation auf die Turbulenz verantwortlich ist. Auf diese Weise

sind die Modelle in der Lage, zumindest qualitativ den stabilisierenden bzw. destabilisie-

renden Ein
u� der Rotation auf die Turbulenz wiederzugeben. Es ist festzustellen, da�

die SSG-Versionen des GIR- und TB-Modells die homogene Scherstr�omung mit und ohne

Rotation am besten wiedergeben. Bei allen anderen Modellen setzt die Stabilisierung zu

fr�uh ein, dieses gilt insbesondere f�ur das SZL-Modell. Dieser Defekt kann aber durch

eine Modi�kation der Konstanten des SZL-Modells leicht behoben werden. Beim RNG-
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Modell wird der gesamte Ein
u� des lokalen Str�omungsfeldes �uber den Koef�zienten

C�;1 der Dissipationsgleichung ber�ucksichtigt. Da die Invariante des Rotationstensors bei

der Modellierung des Koe�zienten C�;1 vernachl�assigt wurde, kann dieses Modell nicht

zwischen rotatorischen und translatorischen Deformationen des Geschwindigkeitsfeldes

unterscheiden. Der Ein
u� der Rotation auf die Turbulenz wird wie beim Standard k-�-

Modell nicht wiedergegeben.

Es wurde ferner gezeigt, da� explizite algebraische Reynolds-Spannungsmodelle aufgrund

ihrer Struktur in Staupunkten oder ganz allgemein in Gebieten gro�er Deformation zu

einer �Ubersch�atzung der Turbulenzenergieproduktionneigen. Diese Str�omungsgebiete sind

durch Pk=� > 1 gekennzeichnet. Die neuen Modelle reagieren darauf mit einer Verkleiner-

ung des Koe�zienten C� bzw. mit einer Vergr�o�erung des Koe�zienten C�;1, so da� die

Turbulenzproduktion signi�kant reduziert wird. F�ur die axialsymmetrische Staupunkt-

str�omung und die Umstr�omung eines Trag
�ugels lieferten das SZL-Modell und die TB-

Versionen des GIR- und TB-Modell die beste �Ubereinstimmung mit den Messungen. Der

strukturelle Defekt der Modelle wird allerdings nicht behoben.

Festzuhalten ist, da� die nichtlinearen Modelle eine genauere Modellierung der turbulen-

ten Normalspannungen liefern. Dieses wurde anhand der ebenen Kanalstr�omung und der

Str�omung in einem quadratischen Kanal eingehend untersucht. Dabei stellte sich heraus,

da� insbesondere die auf dem TB-DSK-Modell basierenden algebraischen Reynolds-Span-

nungsmodelle die Sekund�arstr�omungen im quadratischen Kanal realistisch wiedergeben.

Die absoluten Werte der Normalspannungen werden hingegen von den SSG-Versionen

am besten modelliert. Die turbulenten Schubspannungen werden durch die nichtlinearen

Terme nur wenig beein
u�t.

Ein allen expliziten algebraischen Reynolds-Spannungsmodellenanhaftender Defekt ist die

praktisch fehlende Sensitivit�at gegen�uber sogenannten secondary strains. Zur�uckzuf�uhren

ist dies auf die Eliminierung des Produktionsterms der turbulenten Spannungen, der f�ur

die Kopplung der Spannungen verantworlich ist. Dieser Term ist in impliziten algebraisch-

en Reynolds-Spannungsmodellen [Rod76] noch enthalten, ist dort aber Ursache massiver

numerischer Schwierigkeiten. Die expliziten Modelle sind daher grunds�atzlich nicht in der

Lage, die starken Wechselwirkungen zwischen komplexen Deformationsfeldern und den

Spannungen einerseits und die Interaktion der individuellen Spannungen untereinander

realistisch wiederzugegen.

Insgesamt hat sich das GS-Modell [GS92] als relativ unvorteilhaft herausgestellt. Die

asymptotischen Eigenschaften der homogenen Scherstr�omungen werden zwar gut wieder-

gegeben. Das Modell liefert aber f�ur gro�e Pk=� unrealistisch kleine C� und entsprechend

ist auch die turbulenteSchubspannung in der ebenenKanalstr�omungzu niedrig. Insgesamt

ist die Abh�angigkeit des Koe�zienten C� von der Invarianten � des Deformationstensors

zu schwach ausgepr�agt. Diese Beobachtungen erkl�aren auch, warum bei den Anwendungen

dieses Modell [Gat96] keine wesentlichen Verbesserungen gegen�uber dem Standard k-

�-Modell festgestellt werden konnten. Weiterhin ist festzustellen, da� die Anisotropie

der turbulenten Normalspannungen sowohl in der ebenen Kanalstr�omung als auch im

quadratischen Kanal erheblich untersch�atzt wird. Zur�uckzuf�uhren sind diese Defekte auf

die Linearisierung und die damit verbundene Anpassung des Modells an die homogene
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Scherstr�omung,was aufgrundder Existenz der vollst�andig explizitenL�osung vonGirimaji

[Gir95, Gir96] sowieso �uber
�ussig geworden ist. Aus diesen Gr�unden wird das GS-Modell

bei den folgenden Anwendungen nicht mehr ber�ucksichtigt.

Die bisherigen Untersuchungen deuten darauf hin, da� das SZL-Modell und die TB-

Versionen des GIR- und TB-Modells die insgesamt plausibelstenErgebnisse liefern. Dieses

gilt insbesondere f�ur die Abh�angigkeit des Koe�zienten C� vom lokalen Str�omungsfeld

und die daraus resultierende realistischereWiedergabe des Turbulenzfeldes.Ber�ucksichtigt

man noch die recht gute Reproduktion der Sekund�arstr�omungswirbel im quadratischen

Kanal, so erwiesen sich das GIR-TB- und TB-TB-Modell bislang allen anderen als �uber-

legen.

Mit Ausnahme des GS-Modells werden alle Modelle im folgenden auf eine Reihe sehr

komplexer turbulenter Str�omungen angewendet. Dabei wird sich zeigen, inwieweit die

Anpassung an das lokale Ungleichgewicht in der Turbulenzenergiebilanz und die genauere

Modellierung der turbulenten Normalspannungen zu einer exakteren Berechnung des

Str�omungsfeldes f�uhrt.
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4 Veri�kation der Turbulenzmodelle

Im Unterschied zu den bisher behandelten Str�omungsproblemen, in denen jeweils isolierte

Str�omungse�ekte betrachtet wurden, werden die Turbulenzmodelle nun anhand zweier

komplexer Str�omungen sehr viel eingehender untersucht.

Es handelt sich dabei um die abl�osenden Str�omungen an einer zur�uckspringende Stufe

und an einem einen ebenen dimensionalen H�ugel. In beiden F�allen stehen zuverl�assige

und vollst�andige experimentelle Daten zur Verf�ugung. Au�erdem sind diese Str�omungen

bereits vielfach numerisch untersucht worden, so da� auch ein Vergleich mit anderen

Arbeiten m�oglich ist.

Alle Berechnungen werden mit dem kommerziellen FEM-Programm Flotran durchge-

f�uhrt, in das die Turbulenzmodelle implementiert worden sind. Das numerische Verfahren

und die Implementierung der Turbulenzmodelle ist im Anhang A beschrieben.

4.1 Str�omung �uber eine zur�uckspringende Stufe

4.1.1 Beschreibung des Str�omungsproblems

Ausgew�ahlt wurden f�ur diese Arbeit die experimentellen Untersuchungen von Driver

und Seegmiller [DS85]. Diese zeichnen sich durch die Verwendung eines relativ genauen

Me�verfahrens (LDA) und durch die Vollst�andigkeit der experimentellen Daten aus. In-

teressant ist aber vor allem der Umstand, da� die Arbeit von Driver und Seegmiller

auch eine Variation der Geometrie (Abb.4.37) umfa�t. Die der Stufe gegen�uberliegende

Wand wurde in verschiedenen Winkeln � angestellt, so da� aufgrund der Divergenz des

Str�omungskanals die Str�omung zus�atzlich gegen einen positiven Druckgradient anl�auft.

Ausf�uhrliche experimentelle Daten stellen Driver und Seegmiller f�ur �=0� und �=6�

zur Verf�ugung.

Als Str�omungsmedium verwendeten die Autoren Luft. Das Verh�altnis von Stufenh�ohe H

zur H�ohe des Einla�kanals betrug 1:8, die Weite des Windkanals 12 Stufenh�ohen. Die

2-Dimensionalit�at der Str�omung wurde nachgewiesen. Die auf die Stufenh�ohe und die

maximale Geschwindigkeit im Einlauf (URef=44.2 m/s) bezogene Reynolds-Zahl betrug

Re = 36000.

Die Str�omung ist charakterisiert durch eine Abl�osung der Str�omung an der Stufe, wobei

der Abl�osepunkt aufgrund der Geometrie fest de�niert ist. Entlang der zun�achst nur

schwach gekr�ummten Trennstromlinie entsteht eine freie Scherschicht, unterhalbderer sich

ein hochturbulentes Rezirkulationsgebiet ausbildet. Infolge des positiven Druckgradienten

wird die freie Scherschicht zur Wand gezogen und die Str�omung legt in einem bestimmten

Abstand von der Stufe an der unteren Wand an. In der Ecke bildet sich ferner ein kleiner

Sekund�arwirbel aus, der sich entgegengesetzt zur Hauptrezirkulation dreht.

Randbedingungen

Das Rechengebiet erstreckte sich 4 Stufenh�ohen stromaufw�arts und 30 stromabw�arts der

Stufe. Die Randbedingungen f�ur U und k am Kanaleintritt wurden den experimentellen
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Daten entnommen. Die Dissipation wurde aus der Gleichgewichtsbedingung

� =
C3=4
� k3=2

L
mit L = min (0:41y; 0:085�) (4.107)

bestimmt, wobei y der Wandabstand und � die gemessene Grenzschichtdichte ist [SZL93].

4.1.2 Literatur�ubersicht

Als Ma� f�ur die �Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Messung wird in der Literatur

meist die Gr�o�e des R�uckstr�omgebietes verwendet. Die in der folgenden Tabelle 4.13

angegebenen Me�werte basieren auf der Wandschubspannungsverteilung. An dieser Stelle

sei aber bereits angemerkt, da� die ebenfalls gemessenen Geschwindigkeitsverteilungen

auf ein fr�uheres Wiederanlegen der Str�omung hindeuten.

Die Abweichung des Standard k-�-Modells von den Messungen betr�agt je nach Testfall

und Autor zwischen -12% und -37%, die Diskrepanz zwischen den einzelnen Arbeiten

ist also erheblich. �Ubereinstimmend berichten Yakhot et al [Y+92] und Lien und

Leschziner [LL94], da� die RNG-Version des k-�-Modells eine deutliche Vergr�o�erung

der Rezirkulationszone bewirkt. Eine weitere Verbesserung erhalten die Autoren, wenn sie

das nichtlineareModell von Speziale (SP) [RB90, Spe87] oderRubinstein undBartok

(RB) [RB90] mit dem RNG-Modell kombinieren. Lien und Leschziner [LL94] zeigen

weiterhin, da� diese nichtlinearen Terme in Kombination mit dem Standard k-�-Modell

nur wenig Ein
u� auf die Str�omung haben. Dieses steht in einem gewissen Widerspruch zu

Thangam und Speziale [TS92], die in diesem Fall eine Verl�angerung der Rezirkulations-

zone um immerhin 15% angeben. Tats�achlich liegt beiden Arbeiten nicht das identische

Modell zugrunde. Das SP-Modell enth�alt in seiner Originalform noch konvektive Terme,

die von Lien und Leschziner [LL94] vernachl�assigt wurden.

Alle Autoren berichten �ubereinstimmend, da� die nichtlinearen Terme und/oder die Ver-

wendung der RNG-Version zu einer Vergr�o�erung des kleinen Eckwirbels f�uhrt.

Sowohl das NKE- als auch das SZL-Modell liefern f�ur das Experiment von Driver und

Seegmiller [DS85] ebenfalls eine bessere �Ubereinstimmung zwischen Rechnung und

Messung als das Standard k-�-Modell, f�ur das Kim et al-Experiment [KKJ80] wird

die Wiederanlegel�ange eher zu gro� berechnet.

Ein direkter Vergleich mit diesen Literaturstellen ist f�ur das SKE-, NKE-, SZL- und RNG-

Modell m�oglich. An entsprechender Stelle wird darauf verwiesen. Die Kombination des

RNG-Modells mit dem SP- bzw. RB-Modell f�uhrte zu erheblichen Konvergenzschwierig-

keiten, so da� hier auf einen Vergleich verzichtet werden mu�. Zur�uckzuf�uhren sind diese

Konvergenzprobleme auf die entlang der Trennstromlinie sehr gro�en Geschwindigkeits-

gradienten und der daraus folgenden massiven �Ubersch�atzung der turbulenten Normal-

spannungen. Die dadurch sehr gro�en Quellterme f�uhren zur Divergenz der iterativen

L�osung.
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Tabelle 4.13: Tabelle berechneter und gemessener Wiederanlegel�angen.

Autor Quelle Modell xR=H

Kim et al [KKJ80] Messung 7.1 � 0.5

Thangam, Speziale [TS92] SKE 6.00

SKE+SP 6.90

Yakhot et al [Y+92] RNG 6.60

RNG+SP 6.90

Shih et al [S+94] SKE 6.35

NKE 7.50

[SZL93] SZL 7.35

Driver, Seegmiller [DS85] Messung � = 0� 6.27

Shih et al [S+94] SKE 4.99

NKE 6.02

[SZL93] SZL 5.82

Coordes [Cor92] SKE 4.55

Driver, Seegmiller [DS85] Messung � = 6� 8.22

Lien, Leschziner [LL94] SKE � 6.00

RNG � 7.80

RNG+SP � 7.90

RNG+RB � 7.90

4.1.3 Fehlerbetrachtung

Die oben beschriebene gro�e Diskrepanz zwischen mit dem gleichen Turbulenzmodell

erzielten Ergebnissen verdeutlicht den erheblichen Ein
u� des numerischen Verfahrens

auf die L�osung. Neben dem Modellierungsfehler, der in dieser Arbeit eigentlich untersucht

werden soll, wird das Ergebniss zus�atzlich durch Diskretisierungs- und Konvergenzfehler

verf�alscht.

Als Konvergenzfehler bezeichnet man die Di�erenz zwischen der exakten L�osung des

nichtlinearen algebraischen Gleichungssystems und seiner iterativen L�osung. Die sicherste

Methode den Konvergenzfehler zu minimieren besteht darin, die Anzahl der globalen

Iterationen hinreichend gro� zu w�ahlen. Die erforderliche Anzahl Iterationen h�angt vom

jeweiligen Turbulenzmodell ab, so da� dieses f�ur jedes Modell gesondert untersuchtwerden

mu�te. Dabei zeigt sich, da� sich die L�osung mit dem Standard k-�-Modell nach 1200

Iterationen nicht mehr wesentlich �andert. Das RNG- und NKE-Modell ben�otigten in etwa

200 zus�atzliche Iterationen, was insbesondere auf die Verwendung von variablen Koef�-

zienten in der Dissipationsgleichung zur�uckzuf�uhren war. Die linearen Versionen des TB-,
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GIR- und SZL-Modells ergaben nach etwa 1300 Iterationen eine konvergierte L�osung,

w�ahrend die entsprechenden nichtlinearen Modelle erst nach 1500 Iterationen vollst�andig

konvergiert waren. Dieses wurde jeweils dadurch �uberpr�uft, da� die resultierenden Ergeb-

nisse mit denen nach jeweils weiteren 500 Iterationen verglichen wurden. Die relative
�Anderung der L�osung (Geschwindigkeit, Turbulenzenergie) lag in allen F�allen unter 1%.

Der Diskretisierungsfehler ist auf eine unzureichendenumerischeAu
�osung des Str�omungs-

feldes zur�uckzuf�uhren, also auf eine zu geringe Netzdichte. Mit zunehmender Netzfeinheit

nimmt der Diskretisierungsfehler ab und die vollst�andig konvergierte L�osung strebt gegen

die exakte L�osung des Gleichungssystems, die nat�urlich noch den Modellierungsfehler

enth�alt.

Das in dieser Arbeit verwendete numerische Verfahren ist formal von erster Ordnung.

Dabei ist zu beachten, da� die Ordnung des Verfahrens lediglich angibt, wie schnell der

Diskretierungsfehler mit zunehmender Verfeinerung des Netzes abnimmt. Sie l�a�t aber

keine Schlu�folgerungen hinsichtlich der absoluten Gr�o�e des Fehlers zu. Eine Beurteilung

des Diskretisierungsfehlers erfordert also eine genaue Untersuchung des Ein
usses der

Netzfeinheit auf die L�osung. Bei hinreichenderNetzfeinheit, also netzunabh�angigerL�osung,

spielt die Ordnung des numerischen Verfahrens keine Rolle mehr.

Eine erste Orientierung zur Festlegung der Netzfeinheit lieferte dabei die Arbeit von

Thangam und Speziale [TS92], in der diese Problematik sehr ausf�uhrlich diskutiert

wird. Ferner sei in diesem Zusammenhang auf die Rechnungen von Shih et al [SZL93,

S+94] und Lien et al [LL94] verwiesen, die einen direkten Vergleich mit der vorliegenden

Arbeit erm�oglichen.

Erschwert wird die Festlegung einer hinreichenden Netzfeinheit durch die Verwendung

von Wandfunktionen zur �Uberbr�uckung des wandnahen Bereichs. Streng genommen ist

die Anwendung von Wandfunktionen nur f�ur dimensionslose Wandabst�ande y+ > 30

zul�assig. Im Bereich der Stufenecke und in der Umgebung des Wiederanlegepunktes wird

die Forderung jedoch nicht erf�ullt. Unmittelbar am Wiederanlegpunkt ist die Wandschub-

spannung und damit der dimensionslose Wandabstand sogar gleich Null. Eine beliebige

Verfeinerung des Netzes an der Wand ist also eher ambivalent.

Ausf�uhrlicher diskutiert werden im folgenden zwei unterschiedliche Netzfeinheiten, die

stromabw�arts der Stufe aus jeweils 180�80 bzw. 270�120 Elementen bestanden. Aufgrund
des gro�en Ein
usses des Abstandes des wandnahen Knotens von der Wand, werden

f�ur beide Netze die Ergebnisse f�ur zwei unterschiedliche Wandabst�ande angegeben (siehe

Tabelle 4.14).

Da die Netzabh�angigkeit der L�osung u.U. auch vom Turbulenzmodell abh�angt, werden im

folgenden sowohl die Ergebnisse f�ur das SKE- als auch f�ur das NKE-Modell exemplarisch

diskutiert.

Die Geschwindigkeitsverteilungund die Verteilungder Turbulenzenergieund der turbulen-

ten Schubspannungen ist an drei axialen Positionen in den Abbildung 4.39 und 4.40 dar-

gestellt. Weiterhin ist die Cf -Verteilung in den Abbildungen 4.41 und 4.42 gegeben. Die
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Tabelle 4.14: Netze zur Darstellung der Netzabh�angigkeit der L�osung.

Netz Netzfeinheit Wandabstand y/H

1 180 � 80 0.0138

2 180 � 80 0.0098

3 270 � 120 0.0138

4 270 � 120 0.0098

ebenfalls dargestellten Me�werte dienen zur Orientierung.

Es ist o�ensichtlich, da� die Geschwindigkeitspro�le an allen drei axialen Positionen

praktisch unabh�angig von der Netzfeinheit und vom Wandabstand sind. Dieses gilt f�ur

beide Turbulenzmodelle. In den Verteilungen der Turbulenzenergie und der turbulenten

Schubspannung sind kleine Abweichungen zwischen den groben Netzen (Netz 1 und 2)

und den feinen Netzen (Netz 3 und 4) zu erkennen. Der Abstand des wandnahen Knotens

macht sich auch hier o�ensichtlich nicht bemerkbar. Zu erkl�aren ist dieser unterschiedliche

Befund damit, da� die turbulentenKenngr�o�en von den lokalen Geschwindigkeitsgradien-

ten abh�angen. Kleine �Anderungen im Geschwindigkeitsfeld k�onnen daher einen relativ

gro�en Ein
u� auf die Turbulenz haben.

Eine weitergehende Absch�atzung des Diskretisierungsfehlers ist mittels Richardson-Extra-

polationm�oglich, wobei eine systematische Netzverfeinerung vorausgesetzt wird. Demnach

ergibt sich der prozentuale Fehler auf dem Netz mit der Netzweite h aus

�h =
�h � �H

�h (F p � 1)
; (4.108)

wobei �h das Ergebniss auf dem groben Netz h, �H das Ergebnis auf dem feineren

Netz H, F der Faktor der systematischen Verfeinerung und p die Ordnung des gesamten

numerischen Verfahrens ist. Der Verfeinerungsfaktor ist hier gleich 1.5 und das numerische

Verfahren ist erster Ordnung. Die daraus resultierendenmaximalen Diskretisierungsfehler

sind in Tabelle 4.15 zusammengefa�t.

Tabelle 4.15: Maximale Diskretisierungfehler

Turbulenzmodell Max. Fehler in U Max. Fehler in k Maximaler Fehler in u1u2

SKE � 1% 4.9% 5.1%

NKE � 1% 2.4% 2.5%

Der maximale Diskretisierungsfehler in der Turbulenzenergieund in der turbulentenSchub-

spannung liegt bei 5%, wobei der Fehler im gesamten �ubrigen Str�omungsfeld erheblich
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niedriger ist. Wichtig ist in diesem Zusammenhang auch, da� dort, wo die beiden Turbu-

lenzmodelle sich wesentlich unterscheiden (x/H=2), der Diskretisierungsfehler erheblich

kleiner als der Unterschied zwischen den Modellen ist.

Sehr viel gr�o�ere Unterschiede treten in der axialen Verteilung der Wandschubspannungs-

koe�zienten an der unteren Wand auf. Die Netzfeinheit hat auf die Cf -Verteilung keinen

wesentlichen Ein
u�, diese h�angt praktisch nur vom Abstand des wandnahen Knotens

von der Wand ab.

Interessant ist in diesem Zusammenhang, da� die mit dem gr�o�eren Wandabstand (Netz

1 und 3) berechneten Cf -Verteilungen sehr gut mit denen von Shih et al [SZL93,

S+94], �ubereinstimmen. Dabei wird das lokale Minimum in der Wandschubspannung

o�ensichtlich deutlich untersch�atzt. Bei geringerem Wandabstand werden hingegen die

experimentellen Werte sehr gut getro�en. Kritisch anzumerken ist jedoch, da� bei diesem

Wandabstand die y+-Werte �uber weite Bereiche innerhalb der Rezirkulationszone kleiner

als 30 sind. Eine weitere Verringerung des Wandabstandes des wandnahen Knotens f�uhrt

zu einem noch ausgepr�agteren Minimum, der Fehler wird also wieder gr�o�er. In der

Beurteilung der Wandschubspannung liegt also eine gewisse Ambivalenz. Der Ein
u� des

Wandabstandes beschr�ankt sich aber o�ensichtlich auf den wandnahen Bereich, weil in

den Geschwindigkeitspro�len praktisch kein Unterschied zu erkennen ist.

4.1.4 Darstellung der Ergebnisse

Die Ergebnisse sind im ANHANG D.1 zusammengefa�t. Im einzelnen sind H�ohenlinien-

darstellungen der Stromfunktion, Cf - und CP -Verteilungen an der stufenseitigen Wand,

sowie Pro�le der axialen Geschwindigkeitskomponente, der Turbulenzenergie und der

turbulenten Schubspannung an drei Positionen hinter der Stufe gegeben.

Gr�o�e der Rezirkulationzone

Die Gr�o�e der berechneten Rezirkulationszone spiegelt die Summe aller Einf�usse auf

das Str�omungsfeld wieder und dient daher als integrales Ma� f�ur die Genauigkeit der

Berechnung. Die berechnete Gr�o�e des kleinen Eckwirbels und der Rezirkulationszone

sind Tabelle 4.16 oder den H�ohenliniendarstellungen der Stromfunktion in Abbildung

4.43 und 4.44 zu entnehmen.

Die in dieser Arbeit gefundenen Ergebnisse stimmen sehr gut mit denen von Shih et al

[S+94] bzw. von Lien und Leschziner [LL94] �uberein (vergl. Tab.4.13).

Das NKE- und RNG-Modell liefern ein erheblich vergr�o�ertes R�uckstr�omgebiet. Gemein-

sam ist beiden Modellen au�erdem, da� der Sekund�arwirbel in der Stufenecke ebenfalls

gr�o�er wird, ohne da� er allerdings auch nur ann�ahernd die aus den Messungen der Wand-

schubspannungsverteilungabgeleitete Gr�o�e erreicht. Zur�uckzuf�uhrenist die Vergr�o�erung

des Eckwirbels auf die Abh�angigkeit des Koe�zienten C�;1 vom lokalen Deformationsfeld.

In der Ecke sind sowohl � als auch � sehr klein, was zu einer Vergr�o�erung des Koe�zienten

C�;1 und damit des Produktionsterms der �-Gleichung f�uhrt. Diese resultiert in einer

Verringerung der Schubspannungund erleichtert so die Ausbildung eines Sekund�arwirbels.



4 VERIFIKATION DER TURBULENZMODELLE 56

Tabelle 4.16: Axiale Erstreckung der Rezirkulationszone xR und des kleinen

Eckwirbels xS . Lineare Modellvaianten.

Modell xR=H xS=H xR=H xS=H

� = 0� � = 6�

SKE 5.06 0.08 5.98 0.07

NKE 6.05 0.22 7.55 0.19

RNG 6.42 0.35 7.85 0.32

SZL 5.96 0.02 7.62 0.02

GIR-SSG 6.54 0.10 9.25 0.11

GIR-TB 6.05 0.02 7.80 0.03

TB-SSG 6.59 0.14 keine Konvergenz

TB-TB 6.05 0.09 7.59 0.08

GIR-LRR 5.06 0.01 6.01 0.05

GIR-GLIP 5.15 0.03 6.21 0.06

TB-LRR 5.14 0.06 6.15 0.09

TB-GLIP 5.28 0.05 6.32 0.11

Messung � 6.27 � 1 � 8.22 � 1.10

Die neuen algebraischen Reynolds-Spannungsmodelle GIR und TB bringen in der jewei-

ligen LRR- und GLIP-Version nur eine minimale Verbesserung gegen�uber dem Standard

k-�-Modell. Wie bereits anhand der ebenen Kanalstr�omung gezeigt wurde, ergeben diese

Modellversionen relativ hohe C�-Werte und tendieren damit zu einer �Ubersch�atzung der

turbulenten Schubspannung. Infolgedessen ist die resultierende Rezirkulationszone zu

klein. Da auch alle weiteren Untersuchungen diesen Befund best�atigten, kann auf eine

weitere Diskussion und Darstellung der Ergebnisse verzichtet werden.

Dieses steht im Gegensatz zu den SSG- undTB-Versionen, die eine deutlicheVerl�angerung

der Rezirkulationszone bewirken. Bereits im 0�-Fall ergibt die SSG-Version eine zu gro�e

Rezirkulationszone, dieses gilt in noch st�arkerem Ma� f�ur den 6�-Fall. Die TB-SSG-

Modellkombination erwies sich in diesem Fall sogar als numerisch instabil. Dieses ist mit

den doch sehr kleinenC�-Werten (siehe Kapitel 3.2) zu erkl�aren, die diese Modellvarianten

im Bereich gro�er Pk=� bzw. gro�er � und � liefern. In diesen Gebieten wird dadurch

der turbulente Impulstransport erheblich reduziert, d.h. die lokale Wirbelviskosit�at wird

kleiner und damit der Di�usionsterm.Numerisch bedeutet dies, da� die Diagonaldominanz

der Koe�zientenmatrix verschlechert wird und damit die Kovergenzeigenschaften insge-

samt. �Ahnliche Erfahrungen teilen Abid et al [ARG95] f�ur das GS-SSG-Modell mit.

Die TB-Versionen hingegen konvergierten schnell und ergaben in beiden F�allen sehr

realistische Ergebnisse. Gleiches gilt im �ubrigen auch f�ur das lineare SZL-Modell.
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Angemerkt sei an dieser Stelle, da� die SSG-Versionen zusammen mit einem recht kleinen

Koe�zientenC�;2=1.83 im Destruktionstermder Dissipationsgleichungverwendet werden.

Die Wahl der Koe�zienten resultiert aus einer Anpassung des dem algebraischen Modells

zugrundeliegenden vollst�andigen Reynolds-Spannungsmodells an homogene Str�omungen.

Verwendet man den eher �ublichen Wert C�;2=1.90, so sind die resultierenden Ergebnisse

der jeweiligen SSG-Variante praktisch identisch mit der TB-Version der Modelle.

Geschwindigkeitsverteilungen

Die Geschwindigkeitsverteilungen sind jeweils f�ur 3 Positionen in den Abbildungen 4.45

und 4.46 und f�ur das SZL-Modell in den Abbildungen 4.64 und 4.65 gegeben.

Die experimentell ermittelten Geschwindigkeitsverteilungen stehen hinsichtlich der tat-

s�achlichen Erstreckung des R�uckstromgebietes in einem gewissen Widerspruch zu den

Wandschubspannungsverteilungen. Die Geschwindigkeitsverteilungen weisen im 0�-Fall

bei x=H=6, und im 6�-Fall bereits bei x=H=7 keine negativen Geschwindigkeiten mehr

auf. Demnach m�u�te die tats�achliche Rezirkulationszone kleiner sein. Zwei Erkl�arungen

f�ur diese Diskrepanz sind m�oglich. Zum einen wurde die Wiederanlegel�ange aus der

gemessenenWandschubspannungsverteilungdurch lineare Interpolationzweier relativ weit

auseinander liegender Me�punkte gewonnen. M�oglicherweise ist die lineare Interpolation

hier nicht zul�assig. Zum anderen zeigt Cordes [Cor92], da� die Rezirkulationszone im

Bereich des Wiederanlegepunktes nur noch als sehr d�unne Rezirkulationsschicht vorliegt.

Der erste Me�punkt des Geschwindigkeitsfeldes k�onnte bereits au�erhalb dieser Schicht

gelegen haben.

Bei den hier durchgef�uhrtenRechungen wird der wandnaheBereich durchWandfunktionen

�uberbr�uckt, so da� in den Rechnungen Wandschubspannungsverteilung und Geschwin-

digkeitsfeld immer �ubereinstimmen. Der wandnahe Bereich wird aber auf diese Weise

gar nicht berechnet, dieses w�urde die Anwendung eines Low-Reynolds-Number-Modells

erfordern, wie es bei Cordes [Cor92] der Fall ist.

Hinsichtlich der Interpretation der Ergebnisse kann man folgern, da� die numerischen

Berechnungen tats�achlich eher kleinere Wiederanlegel�angen ergeben sollten, als es die

Wandschubspannungsmessungen implizieren. Das NKE-, SZL- und die TB-Version des

GIR- und TB-Modells liefern vor diesem Hintergrund sehr realistische Ergebnisse.

Deutlich wird au�erdem, da� bei x=H=8 erhebliche Unterschiede zwischen Rechnung

und Messung auftreten, die Geschwindigkeit ist in Wandn�ahe zu niedrig. Dieses spiegelt

eine bekannte Schw�ache fast aller Turbulenzmodelle wieder. Die Entwicklung der neuen

Grenzschicht hinter dem Wiederanlegepunkt erfolgt zu langsam. Zur�uckzuf�uhren ist dies

auf einen zu geringen Impulstrom von der Kernstr�omung in Richtung Wand, dieses ist

insbesondere im 6�-Fall sehr au��allig.

Wandschubspannungs- und Wanddruckverteilungen

Von besonderem praktischen Interesse sind die Wanddruckverteilung und die Wandschub-
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spannungsverteilung, die den Abbildungen 4.47 bis 4.50 bzw. 4.61 und 4.63 zu entnehmen

sind. Auch hier ist im �ubrigen eine sehr gute �Ubereinstimmung mit den in der Literatur

[S+94, LL94] angegeben Verteilungen festzustellen.

DieWandschubspannungsverteilung,dargestellt als Cf=�w=(�U
2
Ref=2), best�atigt die bereits

diskutiertenBefunde zum Geschwindigkeitsfeld.Das Standard k-�-Modell weicht zum Teil

sehr deutlich von den Messungen ab, vor allem der Anstieg der Schubspannung nach

dem Wiederanlegen der Str�omung erfolgt zu fr�uh, was in �Ubereinstimmung der zu klein

berechneten Rezirkulationszone steht.

Alle anderen Modelle f�uhren insbesondere im Bereich des R�uckstr�omgebietes zur einer

besseren �Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten. Im 6�-Fall ist dieses sogar f�ur

das gesamte Str�omungsfeld zu erkennen. Die deutlich beste �Ubereinstimmung zwischen

Messung und Rechnung ergab sich f�ur die TB-Versionen des GIR- und TB-Modells und

f�ur das NKE-Modell. Insbesondere wird der Anstieg der Schubspannung hinter dem

Wiederanlegepunkt recht gut wiedergegeben. Das RNG-Modell, vor allem aber die SSG-

Versionen des GIR- und TB-Modells weisen entsprechend der gro�en Rezirkulationszone

einen viel zu sp�aten Anstieg der Wandschubspannung auf, so da� auch f�ur gro�e x/H die

Me�werte nicht erreicht werden.

Bemerkenswert sind die doch sehr gro�en Cf -Werte im Bereich des R�uckstr�omgebietes.

Diese sind ein Indiz f�ur die sehr hohe Turbulenz in diesem Gebiet. Au�erdem deutet dies

auf sehr gro�e Geschwindigkeitsgradienten in Wandn�ahe hin, was wiederum die schon

angesprochene Sensitivit�at der Wandschubspannung vom Wandabstand des wandnahen

Knotens erkl�art.

Zu ganz �ahnlichen Befunden kommt man bei der Betrachtung der Wanddruckverteilung,

die als CP=(P � PRef)=(�U
2
Ref=2) gegeben ist, wobei als Referenzdruck PRef der Druck

bei x=H=-4 verwendet wird. W�ahrend im 6�-Fall die neuen Modelle eine ausgesprochen

gute �Ubereinstimmung mit den Messungen zeigen, treten im 0�-Fall f�ur gro�e x=H noch

deutliche Unterschiede auf. Alle neuen Modelle ergeben im Bereich des R�uckstr�omgebietes

eine bessere �Ubereinstimmung mit den Messungen. Mit wachsender Entfernung von der

Stufe sind im 0�-Fall die CP -Werte jedoch zu hoch. Hier ist auch eine gewisse Diskrepanz

zu der in [S+94] f�ur das NKE-Modell angegebenen CP -Verteilung festzustellen. Dort stellt

sich f�ur das gesamte Str�omungsfeld eine Verbesserung ein, was hier nicht best�atigt werden

kann.

Turbulente Schubspannung und Turbulenzenergie

Es w�are nun zu erwarten, da� die oben festgestellten �Anderungen im Geschwindigkeitsfeld

ihre Parallele in den Verteilungen der turbulenten Schubspannung und der Turbulenz-

energie �nden. Die Ergebnisse sind den Abbildungen 4.51 bis 4.54, sowie 4.64 und 4.65

zu entnehmen.

Insbesondere in der N�ahe der Stufe (x=H=2) liefern die neuen Modelle eine erheblich

kleinere turbulente Schubspannung und ein viel zu niedrige Turbulenzenergie. Dieses

gilt vor allem f�ur die freie Scherschicht, w�ahrend im unteren Bereich f�ur y=H � 0.5
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die Me�werte zumindest f�ur den 0�-Fall tendenziell besser wiedergegeben werden. Das

Standard k-�-Modell liefert dort sehr gro�e turbulente Schubspannungen, die f�ur das

fr�uhe Wiederanlegen der Str�omung verantwortlich sind. Gleiches gilt im �ubrigen auch

f�ur x=H=5. Diese Beobachtungen erkl�aren zun�achst einmal die festgestellte Vergr�o�erung

der Rezirkulationszone.

Keines der Modelle ist aber in der Lage, die gemessene Verteilung der turbulenten Schub-

spannung und der Turbulenzenergie richtig wiederzugeben. Tats�achlich treten erhebliche

Diskrepanzen zwischen Rechnung und Messung auf. So wird der scharfe Knick in der

Schubspannungsverteilungbei x=H=2 von keinem der Modelle auch nur ann�ahernd richtig

vorhergesagt.

In den Verteilungen der Turbulenzenergie und der turbulentenSchubspannungbei x=H=5

spiegelt sich die schon bei den Wandschubspannungsverteilungen angesprochene sehr

hohe Turbulenz im R�uckstr�omgebiet wieder. Die Maxima der Turbulenzenergie und der

turbulenten Schubspannung liegen bei allen Modellen viel zu weit entfernt von der Wand,

was wiederum die Abweichungen im Gesachwindigkeitspro�l bei x/H=8 erkl�art.

Lien und Leschziner [LL94] zeigen, da� realistische Schubspannungs- und Turbulenz-

energieverteilungen nur mit Reynolds-Spannungsmodellen berechnet werden k�onnen, die

die starke Interaktion der turbulenten Spannungen und die Sensitivit�at der Spannungen

gegen�uber der Stromlinienkr�ummung ber�ucksichtigen. Zu einer besseren Berechnung des

Geschwindigkeitsfeldes f�uhrt dies allerdings nicht.

Ein
u� der nichtlinearen Terme

Es ist bereits gezeigt worden, da� die Di�erenz der turbulentenNormalspannungen direkt

in die Impulsbilanz eingeht und damit das Str�omungsfeld beein
u�t. Diese Di�erenz

der turbulenten Normalspannungen wird vom Standard k-�-Modell und allen anderen

nichtlinearen Modellen nur sehr ungenau, oftmals auch grob falsch wiedergegeben. Die

in dieser Arbeit behandelten nichtlinearen Modellvarianten haben die Eigenschaft, da�

sie zumindest in einfachen Kanalstr�omungen die turbulenten Normalspannungen sehr viel

realistischer modellieren.

Ein direkter Vergleich der linearen und nichtlinearen Modellversion wird f�ur das SZL-

Modell durchgef�uhrt, weil nur f�ur dieses Modell ein Vergleich mit der Literatur m�oglich

ist. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 4.61 bis 4.67 zusammengefa�t.

Die �Ubereinstimmung mit den von Shih, Zhu und Lumley [SZL93] angegebenen Ergeb-

nissen ist sehr gut, wobei in dieser Arbeit eine etwas gr�o�ere Rezirkulationszone berechnet

wurde. Der Ein
u� der nichtlinearen Terme auf das Geschwindigkeitsfeld ist klein, die

Rezirkulationszone wird nur unwesentlich gr�o�er. Die nichtlinearen Terme bewirken eine

Umverteilung der turbulenten Spannungen, u21 wird gr�o�er und u
2
2 um den entsprechenden

Betrag kleiner. Daher liefert das nichtlineare Modell richtigerweise u21 > u22. Damit ist

eine strukturelle Schw�ache des linearen Modells behoben. Die genauere Betrachtung der

turbulenten Normalspannungen zeigt aber auch, da� diese bei allen axialen Positionen

nur sehr ungenau berechnet werden, vor allem bei x=H=5 sind die Spannungen viel zu
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klein und das Maximum liegt viel zu weit entfernt von der Wand. Die nichtlinearenTerme

haben nur einen sehr geringen Ein
u� auf die turbulenten Schubspannungen.

Die �ubrigen Ergebnisse sind in den Abbildungen 4.68 bis 4.77 gegeben. Die Gr�o�e des

Sekund�arwirbels und die Wiederanlegel�ange sind Tabelle 4.17 zu entnehmen.

Tabelle 4.17: Axiale Erstreckung der Rezirkulationszone xR und des kleinen

Eckwirbels xS (nichtlineare Modellvarianten).

Modell xR=H xS=H xR=H xS=H

� = 0� � = 6�

SZL 6.02 0.02 7.66 0.02

GIR-SSG 6.79 0.32 9.33 0.25

GIR-TB 5.96 0.12 7.59 0.14

TB-SSG 6.98 0.26 keine Konvergenz

TB-TB 6.01 0.14 7.61 0.11

Messung � 6.27 � 1 � 8.22 � 1.10

Auch hier liefern die SSG-Versionen des GIR- und TB-Modells eine viel zu gro�e Rezirku-

lationszone bzw. eine nicht konvergierte L�osung. Interessant ist, da� die nichtlinearen

Terme eine deutliche Vergr�o�erung des R�uckstr�omgebietes und des Sekund�arwirbels be-

wirken. Dieser Befund steht in �Ubereinstimmung mit einigen anderen Arbeiten [TS92,

Y+92].

Die jeweiligen TB-Versionen zeigen hingegen keinen wesentlichen Ein
u� der nichtlinearen

Terme, obwohl auch sie die turbulenten Normalspannungen besser wiedergeben als die

entsprechenden linearen Modelle. Tats�achlich wird die Rezirkulationszone sogar etwas

kleiner.

Die in [TS92, Y+92] und [LL94] vorgestellten nichtlinearen Modelle basieren alle auf

dem RNG-Modell, das wie die SSG-Modellvarianten in dieser Arbeit eine sehr starke

Reduzierung der Turbulenz hinter der Stufe bewirkt. Bereits die linearen Modellvarianten

tendieren zu einer �Ubersch�atzung des R�uckstr�omgebietes. Zudem verwenden die genannten

Arbeiten nichtlineare Modelle mit konstanten Koe�zienten, die in Gebieten gro�er De-

formation die Anisotropie der turbulenten Normalspannungen �ubersch�atzen [LL94].

Diese Befunde lassen die Schlu�folgerung zu, da� die nichtlinearen Terme, d.h. die Aniso-

tropie der turbulenten Normalspannungen, sich nur dann wirklich bemerkbar macht,

wenn die turbulenten Schubspannungen hinreichend klein sind. Bei den in dieser Arbeit

untersuchten nichtlinearenModellen (SSG-Versionen) f�uhrte dieses jedoch immer zu einer

insgesamt sehr viel ungenaueren Berechnung. Die Gr�o�e des R�uckstr�omgebietes wird

drastisch �ubersch�atzt.
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Unabh�angig von dem tats�achlichen Ein
u� der nichtlinearenTerme auf das Str�omungsfeld

mu� festgestellt werden, da� die nichtlinearenModelle die turbulentenNormalspannungen

zwar qualitativ genauer wiedergeben, die Diskrepanz zu den Me�werten aber nachwievor

sehr gro� ist.

4.1.5 Diskussion der Ergebnisse

Diese Ergebnisse zeigen eindeutig, da� die neuen Modelle das Geschwindigkeitsfeld in

erheblich besserer �Ubereinstimmung mit den Me�ergebnissen berechnen. Zur�uckzuf�uhren

ist diese Verbesserung ausschlie�lich auf die Verwendung eines vom lokalen Str�omungsfeld

abh�angigen Koe�zienten C� bzw. C�;1 beim RNG- und NKE-Modell.

Daher sollen im folgenden noch kurz die sich einstellenden C�-Verteilungen und die dazu

korrespondierendeVerteilung des QuotientenPk=� betrachtet werden. Beides ist f�ur einige

Modelle in Abbildung 4.78 f�ur x=H=2 dargestellt.

Wie erwartet erreicht die Turbulenzproduktion in der freien Scherschicht aufgrund des

gro�en Geschwindigkeitsgradienten ihr Maximum und f�allt dann kontinuierlich zur Wand

hin auf Null ab. Die Turbulenzenergiebilanz be�ndet sich fast im gesamten Str�omungsge-

biet nicht im Gleichgewicht. Die in der freien Scherschicht sehr gro�e Deformation f�uhrt

bei den neuen Modellen zu einer Verkleinerung des Koe�zienten C� und damit zu einer

verminderten Turbulenzproduktion. Dieser E�ekt war in den Verteilungen der Turbulenz-

energie und der turbulenten Schubspannung klar zu erkennen.

Interessant ist, da� f�ur y=H <0.5 der Koe�zient C� gr�o�er als der konstante Wert

C�=0.09 des Standard k-�-Modells ist. Dieses w�urde zu einer Vergr�o�erung der Turbulenz-

produktion und der turbulenten Schubspannung f�uhren. Die mit den neuen Modellen be-

rechneten Verteilungen der Turbulenzenergie und der turbulenten Schubspannung weisen

in diesem Bereich aber sehr viel kleinere Werte als das Standard k-�-Modell auf. Die

entscheidende Ver�anderung �ndet also o�ensichtlich im Bereich der freien Scherschicht

statt. Dort wird aufgrund des kleineren C� die turbulente Schubspannung reduziert, die

vertikalen Geschwindigkeitsgradienten werden in der freien Scherschicht gr�o�er, w�ahrend

letztere in Wandn�ahe kleiner werden. Dieses ist auch gut an den Geschwindigkeitspro�len

zu erkennen. Aufgrund des kleineren Geschwindigkeitsgradienten in Wandn�ahe sind dort

auch die Turbulenzenergie und die turbulente Schubspannung niedriger.

Sehr gute Ergebnisse lieferten das NKE- und SZL-Modell, sowie die TB-Versionen des

GIR- und TB-Modells und mit Einschr�ankung auch das RNG-Modell. Diese Modelle

wurden abschlie�end zur Berechnung der Stufenstr�omung bei � = 8� und � = 10�

verwendet. F�ur diese Rechnungen wurde zum einen das Rechengebiet von 30 H auf 40 H

verl�angert und zum anderen das Netz im Bereich der Rezirkulationszone weiter verfeinert.

Die berechnetenWiederanlegenl�angen sind zusammen mit den entsprechendenMe�werten

in Abbildung 4.79 dargestellt.

Es ist festzustellen, da� mit zunehmenden Winkel �, also mit wachsendem positiven

Druckgradienten, die Abweichungen zwischen Rechnung und Messung gr�o�er werden.

Doch auch f�ur gro�e Winkel � liefern die neuen Modelle eine bessere �Ubereinstimmung
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mit den Messungen als das Standard k-�-Modell.

Die nichtlinearen Modelle liefern eine insgesamt genauere Berechnung der turbulenten

Normalspannungen. Sowohl das SZL-, das GIR- als auch das TB-Modell geben die Aniso-

tropie der Normalspannungen in besserer �Ubereinstimmungmit den experimentellenDaten

wieder, wobei die Anisotropie tendenziell zu klein ist. In �Ubereinstimmungmit der Literatur

kann festgestellt werden, da� dies zu einer Vergr�o�erung des Sekund�arwirbels f�uhrt. sofern

gleichzeitig die turbulenten Schubspannungen stark reduziert werden. Ungl�ucklicherweise

wird dieser Sachverhalt in [TS92, Y+92] nicht eingehend untersucht, weil das nachgerech-

nete Experiment von Kim et al [KKJ80] experimentelle Daten der turbulenten Span-

nungen erst hinter dem Wiederanlegepunkt bei xR=H � 7.1 zur Verf�ugung stellt. Lien

und Leschziner [LL94] zeigen hingegen anhand der von Driver und Seegmiller

[DS85] ausgemessenen Stufenstr�omung, da� diese Modelle mit konstanten Koe�zienten

vor allem im Bereich der Rezirkulationszone die Anisotropie der turbulenten Normal-

spannungen deutlich zu gro� berechnen. Dieses erkl�art dann auch, warum diese Modelle

o�ensichtlich einen wesentlich gr�o�eren Sekund�arwirbel ergeben als die in der vorliegenden

Arbeit untersuchten nichtlinearen Modelle mit vom lokalen Str�omungsfeld abh�angigen

Koe�zienten.

Lien et al [LL94] zeigen weiterhin, da� di�erentielle Reynolds-Spannungsmodelle die

Gr�o�e des kleinen Eckwirbels (�1 H) recht genau wiedergeben. Insgesamt werden zwar

von diesen Modellen auch die turbulenten Spannungen genauer wiedergegeben. Das Ge-

schwindigkeitsfeld wird dadurch aber nur unwesentlich besser berechnet. Aus ingenieur-

technischer Sicht bringen die di�erentiellenModelle hier keine wesentlichen Vorteile gegen-

�uber den expliziten algebraischen Reynolds-Spannungsmodellen.

4.2 Str�omung �uber einen 2-dimensionalen H�ugel

4.2.1 Beschreibung des Str�omungsproblems

Eine systematische experimentelle Untersuchung der Str�omung �uber 2-dimensionaleH�ugel

wurde von Almeida, Durao und Heitor [ADH93] durchgef�uhrt. Auch diese Arbeit

zeichnet sich durch die Vollst�andigkeit und Qualit�at der experimentellen Daten aus.

Die Geometrie des Kanals ist in Abbildung 4.80 dargestellt. Die L�ange des Kanals betrug

7 m, die H�ohe 0.17 m und die Weite 0.2 m. Als Str�omungsmedium wurde Wasser ver-

wendet. Die maximale Anstr�omgeschwindigkeit betrug URef=2.147 m/s. Bezogen auf die

H�ohe des H�ugels H=0.028 m ergibt dies eine Reynolds-Zahl von Re = 6� 104. Aufgrund

der L�ange des Kanals war die Str�omung am Fu�e des H�ugels nahezu eingelaufen.

Die Str�omung ist charakterisiert durch eine starke Ablenkung der Str�omung vom Fu�e des

H�ugels nach oben. An der H�ugelkuppe treten infolgedessen �Ubergeschwindigkeiten um

1.27 URef auf. Hinter dem H�ugel str�omt das Fluid gegen einen positiven Druckgradienten

an, was zu einer massiven Abl�osung der Str�omung bei ungef�ahr x=H=0.43 f�uhrt. Es bildet

sich eine Rezirkulationszone sehr hoher Turbulenzintensit�at aus, die sich bis xR=H=4.82

erstreckt. Die der Str�omung aufgrund der Kanalgeometrie aufgepr�agte Stromlinienkr�um-

mung hat am Fu�e des H�ugels sowohl auf der Anstr�om- als auch auf der Abstr�omseite einen
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destabilisierenden, also anfachenden Ein
u� auf die Turbulenz. Anders verh�alt es sich auf

der H�ugelkuppe, dort stabilisiert die aufgepr�agte Stromlinienkr�ummung die Turbulenz.

4.2.2 Literatur�ubersicht

Dieses Str�omungsproblem war Gegenstand eines Ercoftac-Workshops [ERC95], so da�

zahlreiche Vergleiche zur Verf�ugung stehen. Neben dem Standard k-�-Modell wurden Low-

Reynolds-Number-Modelle und di�erentielle Reynolds-Spannungsmodelle verwendet.

Eine wesentliche und leider sehr st�orende Schlu�folgerung dieses Workshops ist, da� die

vorgestellten Ergebnisse o�ensichtlich sehr vom numerischen Verfahren und sicher auch

von der numerischen Au
�osung des Str�omungsfeldes beein
u�t waren. Nur so sind die

gro�en Unterschiede in den mit dem gleichen Turbulenzmodell berechneten Ergebnissen

zu erkl�aren.

Die Erstreckung des R�uckstr�omgebietes, noch mehr aber die lokalen Maxima der Turbu-

lenzenergie und der turbulentenSchubspannungunterscheidensich bei gleichemTurbulenz-

modell teilweise um einen Faktor 2. Vor allem in der Rezirkulationszone hinter dem

H�ugel weichen die Rechnungen sehr stark von den experimentellen Daten ab, zum Teil

um einen weiteren Faktor 2. Festzuhalten ist ferner, da� Low-Reynolds-Number-Modelle

und/oder di�erentielle Reynolds-Spannungsmodelle zwar eine Verbesserung gegen�uber

dem Standard k-�-Modell darstellen, jedoch kein einheitlicher Trend festgestellt werden

kann und auch die Diskrepanz zu den Me�werten weiterhin erheblich ist.

Ein detaillierter Vergleich dieser Modelle w�urde den Rahmen dieser Arbeit sprengen und

es wird daher darauf verzichtet. Es werden lediglich einige Ergebnisse angef�uhrt, die

unmittelbar mit denen dieser Arbeit verglichen werden k�onnen (Tabelle 4.18).

Tabelle 4.18: Axiale Erstreckung der Rezirkulationszone xR hinter dem

H�ugel. Die Bezeichnung bezieht sich auf die Nomenklatur in

[ERC95].

Autor Bezeichnung Modell xR=H

Lien, Leschziner UMISTLes SKE � 4.0

UMISTLes RNG � 5.0

Hanjalic et al UDelftHa SKE � 3.1

Castro, Palma UPorto SKE � 3.5

Davidson et al UChalmer SKE � 3.0

Almeida et al Messung � 4.82

Folgt man den Ergebnissen von Lien und Leschziner, so liefert auch in diesem Fall

das Standard k-�-Modell eine um etwa 20% zu kleine Rezirkulationszone. Alle �ubrigen

Arbeiten deuten auf eine noch st�arkere Abweichung um bis zu -60% hin. Das RNG-Modell
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f�uhrt �ahnlich wie bei der Stufenstr�omung ebenfalls zu einer besseren �Ubereinstimmung

mit den Messungen.

4.2.3 Beschreibung der numerischen Berechnung

Auch den Berechnungen der H�ugelstr�omung ging eine sorgf�altige Optimierung des nume-

rischen Netzes voraus. Aufgrund der freien Abl�osung auf der R�uckseite des H�ugels ist

insbesondere der Wandabstand des wandnahen Knotens sehr kritisch. Die Str�omung l�auft

gegen einen positiven Druckgradienten an, der letztlich f�ur die Abl�osung verantwortlich

ist. Je n�aher der erste Knoten an derWand liegt, desto kleiner ist dort die Geschwindigkeit

und damit die Tr�agheitskraft, die gegen die Druck- und Reibungskraft ankommen mu�.

Je n�aher der erste Knoten an der Wand liegt, desto fr�uher l�ost die Str�omung ab und umso

gr�o�er wird die Rezirkulationszone sein. Die numerischen Unsicherheiten sind bei diesem

Anwendungsfall noch gr�o�er als bei der Str�omung �uber eine zur�uckspringende Stufe, dort

lag zumindest der Abl�osepunkt fest.

Das Rechengebiet erstreckt sich 18 H stromab- und 10 H stromaufw�arts der H�ugelkuppe,

wobei H die H�ohe des H�ugels ist. Das gesamte Str�omungsfeld wurde mit 19600 Elementen

(Abb.4.81) diskretisiert, von denen 165 � 70 stromabw�arts der H�ugelkuppe lagen. Der

wandnahe Knoten lag im Anstr�ombereich und weit hinter dem H�ugel bei y+�40 und auf
der H�ugelkuppe bei y+�30 (=0.01 H). Eine Verfeinerung des Netzes in beide Koordinaten-
richtungen um einen Faktor 1.5 bei gleichemWandabstand des wandnahenKnotens f�uhrte

nur zu geringf�ugigen �Anderungen in der L�osung. Der mittels Richardson-Extrapolation

berechnete maximale Fehler lag in der Geschwindigkeit unter 1% und in der Turbulenz-

energie bzw. der turbulenten Schubspannung unter 4.6%. Die Unterschiede zwischen den

Turbulenzmodellen sind auch hier sehr viel gr�o�er als der Diskretisierungsfehler. Die

Konvergenz wurde wiederum durch einen Vergleich mit der L�osung nach weiteren 500

Iterationen sichergestellt. Die dabei festgestellten �Anderungen in der L�osung lagen unter

1%. (Anmerkung: Die Fehlerabsch�atzung wurde nur an den bei der Ergebnisdiskussion

besprochenen Pro�len der Geschwindigkeit und der Turbulenz durchgef�uhrt und nicht im

gesamten Str�omungsfeld).

Die Randbedingungen f�ur U , k und � am Eintritt wurden aus der gesonderten Berechnung

einer ebenen Kanalstr�omung entnommen. Dies ist genauer, als die Verwendung der ex-

perimentellen Daten, die erst unmittelbar vor dem H�ugel zur Verf�ugung standen. Ein

Vergleich der numerisch ermittelten Anstr�omung mit den experimentellen Daten am Fu�e

des H�ugels zeigte eine sehr gute �Ubereinstimmung.

Ein direkter Literaturvergleich der erzielten Ergebnisse ist f�ur das Standard k-�-Modell

und das RNG-Modell m�oglich. Es sei daher vorweggenommen, da� die Berechnungen im

Rahmen dieser Arbeit f�ur das SKE-Modell ein Wiederanlegen der Str�omung bei x=H �
3.25 und f�ur das RNG-Modell bei x=H � 5.2 ergaben. Ersteres steht in guter �Uberein-

stimmung mit der Mehrheit der in Tabelle 4.18 aufgelisteten Ergebnisse, w�ahrend Lien

und Leschziner ein deutlich gr�o�eres R�uckstr�omgebiet f�ur das SKE-Modell erhalten.

Erstaunlicherweise liegen die in der vorliegendenArbeit mit dem RNG-Modell berechneten

Ergebnisse sehr nah bei denen von Lien und Leschziner. Eine genauere Betrachtung

der Turbulenzenergie und der turbulenten Schubspannung zeigte, da� die in dieser Arbeit
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gefundenenVerteilungen recht gut, gemessen an den ansonsten festgestellten gro�en Unter-

schieden sogar sehr gut mit denen von Lien und Leschziner bzw. Hanjalic et al

�ubereinstimmen. Die Ursache f�ur die doch signi�kant gr�o�ere Wiederanlegel�ange bleibt

unklar.

4.2.4 Darstellung der Ergebnisse

Die Ergebnisse sind auch hier wieder im Anhang D.2 zusammengefa�t, die berechneten

Abl�osepunkte und die Erstreckung des R�uckstr�omgebietes k�onnen au�erdem den Tabellen

4.19 und 4.20 entnommen werden.

Gr�o�e der Rezirkulationszone

Tabelle 4.19: Abl�osepunkt xS=H und Erstreckung des R�uckstr�omgebietes

xR=H bei der H�ugelstr�omung.

Modell xS=H xR=H

SKE � 0.54 � 3.25

NKE � 0.50 � 4.23

RNG � 0.44 � 5.25

Experiment 0.43 4.82

Tabelle 4.20: Abl�osepunkt xS=H und Erstreckung des R�uckstr�omgebietes

xR=H bei der H�ugelstr�omung.

Modell Lineares Modell Nichtlineares Modell

xS=H xR=H xS=H xR=H

GIR-SSG � 0.50 � 4.94 � 0.50 � 4.63

GIR-TB � 0.52 � 4.53 � 0.50 � 4.63

TB-SSG � 0.46 � 4.84 � 0.46 � 4.84

TB-TB � 0.48 � 4.73 � 0.48 � 4.84

SZL � 0.50 � 4.73 � 0.50 � 4.73

Experiment 0.43 4.82

Die Gr�o�e der Rezirkulationszone kann aus der Wandschubspannungsverteilung und aus

den H�ohenliniendarstellungen der Stromfunktion (Abb. 4.82, 4.83 und 4.84) abgelesen

werden. Es ist o�ensichtlich, da� das Standard k-�-Modell eine zu sp�ate Abl�osung und

ein zu fr�uhes Wiederanlegen der Str�omung berechnet. Alle anderen Modelle liefern eine

erheblich bessere �Ubereinstimmung mit den Me�werten. Die Abl�osung tritt fr�uher auf
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und das R�uckstr�omgebiet weist ungef�ahr die richtige Gr�o�e auf.

Ein Ein
u� der nichtlinearen Terme ist praktisch nur f�ur das GIR-Modell festzustellen,

wobei der Trend nicht einheitlich ist. In der SSG-Version bewirken die nichtlinearenTerme

ein fr�uheres Anlegen der Str�omung, in der TB-Version eine leichte Vergr�o�erung des

R�uckstr�omgebietes.

Geschwindigkeitsverteilungen

Die Geschwindigkeitsverteilungen an den vier dargestellten Positionen (Abb. 4.85 und

4.86) best�atigt diese Befunde. W�ahrend das SKE-Modell bei x=H=0 und im R�uckstr�om-

gebiet deutlich von den Messungen abweicht, ergeben alle anderen eine recht gute �Uberein-

stimmung. Ferner ist auch hier wieder festzustellen, da� die Entwicklung der neuen Grenz-

schicht hinter dem Wiederanlegepunkt zu langsam erfolgt. Das Standard k-�-Modell weist

bei x=H=6.61 eine bessere �Ubereinstimmung mit den Messungen auf, dieses ist aber auf

den vorzeitigen Beginn der Grenzschichtentwicklung zur�uckzuf�uhren.

Turbulenzenergie und turbulente Schubspannung

Konnte f�ur das Geschwindigkeitsfeld noch eine �uberraschend gute �Ubereinstimmung mit

den experimentellen Daten festgestellt werden, so ist der Vergleich der Turbulenzenergie

und der turbulenten Schubspannung (Abb. 4.87 bis 4.90) ern�uchternd. An allen axialen

Positionen, mit Ausnahme x=H = 0, werden sowohl die Turbulenzenergie als auch die

turbulente Schubspannung erheblich zu klein berechnet, bei x=H=4.28 sogar um einen

Faktor 3.

Interessant ist, da� die neuen Modelle bei x=H=0 eine deutlich realistischere Turbu-

lenzenergie und Schubspannung liefern. Das SKE-Modell ergibt hier eine viel zu hohe

Turbulenzenergie. Die starke Ablenkung der Str�omung vor dem H�ugel f�uhrt, wie bereits

fr�uher gezeigt, zu einer �uberh�ohten Turbulenzproduktion, die von den neuen Modellen

infolge des variablen C� bzw. C�;1 reduziert wird. Diese hohe Turbulenz im Bereich der

H�ugelkuppe beein
u�t in starkem Ma�e die Lage des Abl�osepunktes und damit auch die

Gr�o�e des gesamten R�uckstr�omgebietes.

Die H�ohenliniendarstellung der Turbulenzenergie (Abb. 4.91 bis 4.93) zeigt weiterhin,

da� die neuen Modelle im gesamten Str�omungsgebiet eine niedrigere Turbulenzenergie

ergeben. Signi�kant ist dies vor allem auf der stromabw�arts gelegenen Seite des H�ugels.

Der Vergleich mit den Me�werten zeigt allerdings, da� dieser Trend in die falsche Richtung

f�uhrt. Bereits das k-�-Modell liefert au�er bei x=H = 0 eine zu kleine Turbulenzenergie.

Die genauere Berechnung des Abl�osepunktes und der Erstreckung des R�uckstr�omgebietes

ist also auf die Reduzierung des turbulenten Impulstransportes im Bereich der H�ugelkuppe

und auf der R�uckseite des H�ugels zur�uckzuf�uhren.

Turbulente Normalspannungen

�Ahnlichwie bei der zur�uckspringendenStufe liefern auch hier die linearenModelle u22 > u21,
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wohingegen die nichtlinearen Modelle richtigerweise u21 > u22 ergeben (Abb.4.94 bis 4.97).

Dennoch, ein wirklich signi�kanter und eindeutiger Ein
u� der genaueren Modellierung

der turbulenten Normalspannungen kann nicht festgestellt werden.

Dieses steht in einem gewissen Widerspruch zu einer Arbeit von Lien et al [LCL96], in

der das nichtlineare SZL-Modellmit einer Low-Reynolds-Number-Formulierung gekoppelt

wird. Die lineare Version dieses Modells liefert xR=H� 4, die nichtlineareVersion hingegen

xR=H� 5:7, also ein erheblich zu gro�es R�uckstr�omgebiet. Es wurde bereits mehrfach

darauf hingewiesen, da� das SZL-Modell tats�achlich nur eine sehr schwache Anisotropie

der turbulentenNormalspannungen aufweist. Dieses kann man auch an den Darstellungen

der Normalspannungen hinter dem H�ugel erkennen. In der Low-Reynolds-Number-For-

mulierung wird das Modell jedoch auch in Bereichen angewendet in denen � sehr gro�

ist, n�amlich sehr nah an der Wand. Dieses f�uhrt dann zu einem signi�kanten Beitrag

der nichtlinearen Terme, der erheblich gr�o�er ist als im �ubrigen Str�omungsgebiet. Dies

mag den gro�en Ein
u� der nichtlinearen Terme erkl�aren. Angemerkt sei noch, da�

Lien et al [LCL96] eine gute �Ubereinstimmung zwischen Messung und Rechnung erst

erhalten, wenn sie nichtlineare Terme bis zur dritten Ordnung hinzunehmen (kubisches

nichtlineares Modell). Der Ein
u� der kubischen Terme macht sich insbesondere auf der

stromabw�arts gelegen Seite des H�ugels bemerkbar. Nach Lien at al [LCL96] erh�ohen

die kubischen Terme die Sensitivit�at des Turbulenzmodells gegen�uber der Kr�ummung der

Stromlinien, die dort eine anfachende Wirkung auf die Turbulenz hat. Diese gegen�uber

dem quadratischen nichtlinearenModell erh�ohte Turbulenz k�onnte die mit dem kubischen

Modell berechnete kleinere Rezirkulationszone erkl�aren. In der vorliegendenArbeit konnte

jedoch kein sign�kanter Ein
u� der nichtlinearen Terme festgestellt werden und insofern

k�onnen die Beobachtungen von Lien et al [LCL96] hier nicht best�atigt werden.

Beurteilung der Ergebnisse

Die Anwendung der Turbulenzmodelle auf die Str�omung �uber einen 2-dimensionalen

H�ugel f�uhrt zu einem zwiesp�altigen Ergebnis. �Ahnlich wie bei der zur�uckspringenden

Stufe steht das mit den neuen Modellen berechnete Geschwindigkeitsfeld in wesentlich

besserer �Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten. Die Turbulenzenergie und

die turbulenten Spannungen werden aber vor allem in der Rezirkulationszone nur sehr

ungenau wiedergegeben. Die genauere Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes ist auch in

diesem Fall auf die Reduzierung des turbulenten Impulstransportes in Gebieten gro�er

Geschwindigkeitsgradienten zur�uckzuf�uhren. Die turbulenten Normalspannungen haben

keinen entscheidenen Ein
u� auf das Str�omungsfeld.

Diese Beobachtungen f�uhren zu der Schlu�folgerung, da� die neuen Modelle o�ensichtlich

eine insgesamt realistischereModellierungdes turbulenten Impulstransportes erm�oglichen,

ohne jedoch die Turbulenzstruktur genau wiedergeben zu k�onnen.
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5 Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde erstmals eine systematische Untersuchung einer neuen

Generation expliziter algebraischer Reynolds-Spannungsmodelle durchgef�uhrt.Zielsetzung

dieser Untersuchung war die Umsetzung dieser neuen Entwicklungen in die industrielle

Anwendung. Dazu wurden die neuen Modellen zun�achst in einheitlicher Form dargestellt

und dann anhand verschiedener Str�omungsprobleme auf ihre elementaren Eigenschaften

hin untersucht. Anschlie�end wurden diese neuen Modelle in den kommerziellen CFD-

Code Flotran implementiert und auf einige komplexe Str�omungen angewendet.

Explizite algebraische Reynolds-Spannungsmodelle wurden von Pope [Pop75], Taulbee

[Tau92] bzw.Gatski und Speziale [GS92] aus den Transportgleichungender turbulenten

Spannungen abgeleitet. Die in dieser Arbeit verwendete vollst�andig explizite Formulierung

dieser Modelle wurde vonGirimaji [Gir95] entwickelt. Das ebenfalls untersuchte explizite

algebraische Reynolds-Spannungsmodell von Shih, Zhu und Lumley [SZL93] basiert

dagegen auf konstitutiven Gleichungen und auf �Uberlegungen zur Realizability der Tur-

bulenzmodelle. Weiterhin wurden das lineare RNG-Modell nach Yakhot [Y+92] und das

lineare Modell von Shih et al [S+94] in die Untersuchungen einbezogen.

Im Unterschied zum Standard k-�-Modell sind bei den neuen Modellen zum einen die

Modellkoe�zienten vom lokalen Str�omungsfeld abh�angige Gr�o�en und zum anderen wurde

die lineare Beziehung zwischen den turbulenten Spannungen und dem lokalen Geschwin-

digkeitsfeld durch eine komplexere nichtlineare Beziehung ersetzt. Die neuen linearen

Modelle unterscheiden sich in der Modellierung der Dissipationsgleichung. Das RNG-

Modell erf�ahrt eine Anpassung an das lokale Str�omungsfeld nur �uber eine Korrektur

des Koe�zienten C�;1 und entspricht ansonsten dem Standard k-�-Modell. Dagegen ist

beim neuen linearen Modell von Shih et al die Modellierung der Dissipationsgleichung

vollst�andig unabh�angig von der Bilanzgleichung der Turbulenzenergie und gleichzeitig

sind alle Koe�zienten vom lokalen Str�omungsfeld abh�angig.

Expliziten algebraischen Reynolds-Spannungsmodellen liegt die fundamentale Annahme

eines lokalen Gleichgewichts in den Transportgleichungen der turbulenten Spannungen

zugrunde. Weiterhin tritt in diesen Modellen der Produktionsterm der turbulenten Span-

nungen nicht mehr auf, der f�ur die starke Kopplung der turbulenten Spannungen verant-

wortlich ist. Diese Modelle sind daher grunds�atzlich nicht in der Lage, die Sensitivit�at der

Turbulenzstruktur gegen�uber sogenannten Sekund�ardeformationen, also z.B. einer Strom-

linienkr�ummung, realistisch wiederzugeben. In dieser Hinsicht unterscheiden sich die in

dieser Arbeit untersuchten neuen expliziten algebraischen Reynolds-Spannungsmodelle

nicht vom Standardk-�-Modell. Die genanntendrastischenphysikalischenVereinfachungen

f�uhren aber zu numerisch sehr viel stabileren Turbulenzmodellen; sie sind gewisserma�en

der Preis, den man f�ur die numerische Stabilit�at und E�zienz des Turbulenzmodells

bezahlt.

Die Abh�angigkeit der Modellkoe�zienten vom lokalen Str�omungsfeld wird durch dimen-

sionslose Invarianten des Deformations- und Rotationstensors ausgedr�uckt. Es zeigte sich,

da� alle Modelle eine reziproke Abh�angigkeit des Koe�zienten C� vom Verh�altnis der

Turbulenzproduktion zur Dissipation Pk=� ergeben, die qualitativ durch Experimente
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best�atigt wird. Die physikalischeBedeutung der Abh�angigkeit der Modellkoe�zientenvom

lokalen Str�omungsfeld liegt in der Anpassung des Modells an Ungleichgewichtszust�ande in

der Bilanz der Turbulenzenergie.Die dem Standardk-�-Modell zugrundeliegendeAnnahme

eines konstanten C�=0.09 ist nur im Gleichgewichtsfall Pk=�=1 sinnvoll, und dann auch

nur f�ur einige einfache Scherstr�omungen. Ganz analog dazu werden beim linearen Modell

von Shih et al und beim RNG-Modell auch die Koe�zienten in der Dissipations-

gleichung an lokale Ungleichgewichtszust�ande angepa�t.

Diese Anpassung an das lokale Str�omungsfeld bewirkt eine erhebliche Reduzierung der

Turbulenz an Orten gro�er Geschwindigkeitsgradienten, wie sie z.B. bei einer starken

Umlenkung der Str�omung vor einem stumpfen K�orper oder auch in stark konvergierenden

Kan�alen auftreten. Dieser Sachverhaltwurde anhand einer axialsymmetrischenStaupunkt-

str�omung und der Umstr�omung eines NACA 0012 Trag
�ugelpro�ls eingehender untersucht,

wobei die neuen Modelle f�ur beide F�alle signi�kant bessere Ergebnisse liefern als das

Standard k-�-Modell.

Die nichtlinearen expliziten algebraischen Reynolds-Spannungsmodelle geben die Aniso-

tropie der turbulentenNormalspannungengrunds�atzlich genauer wieder als das entsprech-

ende lineare Modell. Die Anisotropie ist u.a. verantwortlich f�ur das Auftreten von Sekund-

�arstr�omungen in nicht-kreisf�ormigenKan�alen, w�ahrend die turbulenten Schubspannungen

den Sekund�arstr�omungen entgegen wirken. Anhand der eingelaufenen Str�omung in einem

quadratischen Kanal konnte gezeigt werden, da� die meisten Modellkombinationen eine

viel zu kleine Anisotropie der turbulenten Normalspannungen und/oder viel zu gro�e

Schubspannungen liefern. Dieses gilt insbesondere f�ur das nichtlineare Modell von Shih,

Zhu und Lumley. Lediglich die Modellkombinationen GIR-TB und TB-TB ergaben

Sekund�arstr�omungen realistischer Gr�o�enordnung.

Eine eingehende Untersuchung der Turbulenzmodelle erfolgte f�ur die Str�omung �uber eine

zur�uckspringende Stufe und die abl�osende Str�omung �uber einen 2-dimensionalen H�ugel.

In beiden F�allen wurden die Ergebnisse mit experimentellen Daten und, falls vorhanden,

zus�atzlich mit anderen numerischen Berechnungen verglichen. Die Ergebnisse lassen im

wesentlichen zwei Schlu�folgerungen zu.

Zum einen konnte f�ur das Geschwindigkeitsfeld generell eine deutlich besserere �Uberein-

stimmung mit den experimentellen Daten festgestellt werden. In den beiden genannten

Anwendungsf�allen spiegelt die Gr�o�e der Rezirkulationszone die Summe aller Ein
�usse auf

das Str�omungsfeld wieder, sie dient daher als Ma� f�ur die Genauigkeit der Berechnung.

W�ahrend das Standard k-�-Modell ein um 25% (Stufe) bzw. 50% (H�ugel) zu kleines

R�uckstr�omgebiet liefert, stehen die neuen Modelle in recht guter �Ubereinstimmung mit

den Messungen; die verbleibenden Abweichungen liegen unter 5%.

Es ist naheliegend zu erwarten, da� sich diese drastischen Verbesserungen auch in den

Verteilungen der Turbulenzenergie und der turbulenten Spannungen wiederspiegeln. Die

zweite Schlu�folgerung aus diesen Vergleichen ist aber, da� die neuen Modelle in einzelnen

Bereichen des Str�omungsfeldes zwar eine tendenziell bessere �Ubereinstimmung mit den

Experimenten aufweisen, dieses aber keineswegs generell der Fall ist und die Abweichungen

vor allem innerhalb der Rezirkulationszonen nachwievor sehr gro� sind.
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Festzuhalten ist weiterhin, da� zumindest bei den in dieser Arbeit untersuchtenStr�omungs-

problemen die genauere Modellierung der turbulenten Normalspannungen nur einen mar-

ginalen Ein
u� auf das Str�omungsfeld ergab. Letzteres steht im Widerspruch zu den

Beobachtungen von Yakhot et al [Y+92] und Thangam et al [TS92]. Die in diesen

beiden Arbeiten untersuchten nichtlinearen Modelle �ubersch�atzen jedoch die Anisotropie

der Normalspannungen, weil die Koe�zienten vor den nichtlinearen Termen als konstant

angenommen und damit letztlich an Gleichgewichtsstr�omungen angepa�t worden sind.

Gleichzeitig werden die turbulenten Schubspannungen von diesen Modellen untersch�atzt,

so da� der Ein
u� der turbulenten Normalspannungen relativ �ubersch�atzt wird. Dieses

erkl�art die unterschiedlichen Befunde. Aufgrund der generell gro�en Abweichungen der

berechneten Normalspannungen von den Me�werten ist eine eindeutige Aussage hinsicht-

lich des tats�achlichen Ein
usses der Anisotropie der turbulentenNormalspannungen noch

nicht m�oglich.

Im einzelnen ergab das lineare RNG-k-�-Modell bei den in dieser Arbeit untersuchten

Str�omungsproblemen recht gute Ergebnisse. Aufgrund der fehlenden Ber�ucksichtigung

des Rotationstensors in den Koe�zienten ist dieses Modell aber weniger allgemeing�ultig

als die anderen. Ferner f�uhrt die Modi�kationen in der Dissipationsgleichung zu einer

leichten Verschlechterung der Konvergenz.

Das neue lineare k-�-Modell von Shih et al lieferte �ahnlich gute Ergebnisse. Auch dieses

Modell stellt eine klare Verbesserung gegen�uber dem Standard k-�-Modell dar. Die neue

Modellierung der Dissipationsgleichung erwies sich grunds�atzlich als numerisch stabil und

e�zient, die Konvergenz war allerdings etwas langsamer als beim Standard k-�-Modell

und bei den nichtlinearenModellen GIR-TB und TB-TB. Die Anwendung dieses Modells

erscheint also nur sinnvoll, wenn das Versagen des Turbulenzmodells unmittelbar auf die

Dissipationsgleichung zur�uckzuf�uhren ist.

Das SZL-Modell ergab bei allen Anwendungen trotz der doch sehr einfachen (empirischen)

Ans�atze f�ur die Koe�zienten �uberraschend gute Ergebnisse. Die nichtlinearen Terme

dieses Modells k�onnen aber vollst�andig vernachl�assigt werden, da die Koe�zienten vor

diesen Termen unrealistisch kleine Werte annehmen und daher praktisch keinen Ein
u�

auf das Str�omungsfeld haben. Dieses Modell erwies sich als numerisch au�erordentlich

stabil und e�zient.

Die aus den Transportgleichungenabgeleiteten nichtlinearenModelle vonGirimaji (GIR)

und das entsprechende Modell nach dem Algebraisierungsansatz von Taulbee (TB)

lieferten die insgesamt besten Ergebnisse. Aus einer Reihe verschiedener m�oglicher Koe�-

zienten stellten sich die nach Taulbee als bester Kompromi� heraus. Es zeigte sich

ferner, da� eine reine Anpassung an homogene Str�omungen, wie sie von Speziale et

al durchgef�uhrt wird, nicht ausreichend ist. Das daraus resultierende Modell lieferte in

inhomogenen Str�omungen zu niedrige turbulente Spannungen.

Zur besseren �Ubersicht werden die Ergebnisse f�ur die wichtigestenModelle in der folgenden

Tabelle zusammengefa�t. Dabei sind die Aussagen relativ zum Standard k-�-Modell zu

sehen und nicht absolut. Ber�ucksichtigt werden in dieser Tabelle nur die Modelle und
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Modellvarianten, die sich als insgesamt dem Standard k-�-Modell �uberlegen herausgestellt

haben.

Tabelle 5.21: Zusammenfassender Vergleich der Turbulenzmodelle.

(Nomenklatur in Kapitel 3, Tabelle 2.2 bis 2.4).

Modell Version Stufe H�ugel Kanal Staupunkt Trag
�ugel

SKE 0 0 0 0 0

NKE ++ + 0 ++ +

RNG ++ + 0 + +

GIR SSG { { + ++

TB ++ ++ ++ ++ ++

TB SSG { { + ++

TB ++ ++ ++ ++ ++

SZL ++ ++ 0 ++ ++

Die Modellversionen GIR-TB und TB-TB lieferten f�ur alle in dieser Arbeit behandelten

Str�omungsprobleme sehr gute Ergebnisse, wobei die Ergebnisse der beiden Modelle prak-

tisch identsich sind. Als einzige geben diese Modelle die in quadratischenKan�alen auftreten-

den Sekund�arstr�omungenrealistischwieder. Damit konnte nachgewiesen werden, da� diese

Modelle auch in 3-dimensionalen Str�omungen die Anisotropie der turbulenten Normal-

spannungen gut wiedergeben. Da aber die nichtlinearen Terme eine Verschlechterung

der Konvergenzrate zur Folge haben und sie nur in wenigen Anwendungen zu einer

signi�kanten Verbesserung des Ergebnisses f�uhren, ist eine Vernachl�assigung der nicht-

linearen Terme in vielen F�allen m�oglich und sinnvoll. Diese Modellkombinationen haben

sich insgesamt als die mit den physikalisch realistischsten Ergebnissen herauskristallisiert.

Generell erwiesen sich die untersuchten Modelle, - eine geeignete Wahl der Koe�zienten

vorausgesetzt-, als numerisch genauso stabil und e�zient wie das Standard k-�-Modell.

Die Rechenzeiten erh�ohen sich aufgrund der variablen Koe�zienten um 5 bis 10%, d.h. es

sind nur wenige zus�atzliche Iterationen erforderlich. Die nichtlinearen Terme verursachen

einen Anstieg des Rechnaufwandes um weitere 10%. Der zus�atzliche Rechenaufwand ist

also in Relation zu den erzielbaren Verbesserungen vergleichsweise klein.

Es konnte gezeigt werden, da� die mit den oben empfohlenen expliziten algebraischen

Modellen erzielbaren Verbesserungen technisch relevant sind. Eine zuverl�assigere Berech-

nung der Str�omung ist immer dann zu erwarten, wenn im Str�omungsfeld gro�e Geschwin-

digkeitsgradienten auftreten. Zu nennen sind hier Str�omungen mit Staupunkten oder

starken Umlenkungen, Str�omungen in stark gekr�ummten Kan�alen, axial beschleunigte

Str�omungen (D�usen), Drallstr�omungen und Str�omungen in rotierenden Kan�alen. Vor

allem Abl�osungen und Rezirkulationszonen werden zuverl�assiger vorhergesagt, was in

vielen technischen Anwendungen entscheidend ist.
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A Beschreibung des numerischen Verfahrens

In dieser Arbeit wird die Methode der Finiten Elemente zur L�osung der Bilanzgleichungen

verwendet. Das numerische Verfahren wurde von Schnipke [Sch86] entwickelt und f�ur

eine detaillierte Beschreibung sei auf diese Arbeit verwiesen. Da die Finite Elemente

Methode in der numerischen Str�omungsmechanik nicht sehr gebr�auchlich ist, werden die

Grundz�uge des numerischen Verfahrens sowie die Implementierung der neuen Turbulenz-

modelle im folgenden kurz dargestellt. Die Angabe der Randbedingungen an der Wand ist

bei turbulenten Str�omungen problematisch, so da� dieser Sachverhalt etwas ausf�uhrlicher

beschrieben wird.

Die Berechnung der rezirkulierendenRaumstr�omung, der Str�omung �uber eine zur�ucksprin-

gende Stufe und der �uber einen 2-dimensionalen H�ugel wurde mit dem kommerziellen

FEM-Programm Flotran durchgef�uhrt, das nach dem genannten Verfahren arbeitet.

Die eingelaufene Str�omung in einem quadratischen Kanal wurde mit einem eigenen Pro-

gramm berechnet, da� ebenfalls auf der gleichenMethode basiert, bei dem aber die Angabe

der Randbedingungen modi�ziert wurde.

Da im Rahmen dieser Arbeit lediglich station�are, inkompressible Str�omungen mit kon-

stanten Sto�werten behandelt werden, beschr�ankt sich auch die folgende Darstellung auf

diesen Fall.

A.1 Diskretisierung der Bilanzgleichungen

Betrachtet werde eine allgemeine Bilanzgleichung der abh�angigen Variable �

�Ux
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in der S� ein Quellterm und �� der Di�usionskoe�zient sind. Die je nach Bilanzgleichung

einzusetzenden Gr�o�en sind in Tabelle 1.22 zusammengefa�t.

Tabelle 1.22: Variablen der allgemeinen Transportgleichung.

� �� S� Bemerkungen

Ux �+ �� �@P=@x (Gl.2.4)

Uy �+ �� �@P=@y (Gl.2.4)

Uz �+ �� �@P=@z (Gl.2.4)

k ��=�k Pk � �� (Gl.2.7)

� ��=�� C�;1
�
k
Pk � C�;2�

�2

k
Standardmodell (Gl.2.8)

� ��=�� C�;1P� � C�;2�
�2

k
Neues Modell (Gl.2.73)
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Die schwache Form dieser Gleichung erh�alt man nach Multiplikation mit der Gewichts-

funktionW

Z
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Nach partieller Di�erentiation und Anwendung des Gau�schen Integralsatzes erh�alt man

dann folgende Gleichung
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dxdy ;

in der alle zweiten Ableitungen eliminiert sind. Die Integration erfolgt nicht �uber das

gesamte Integrationsgebiet
, sondern elementweise �uber 
e, wobei innerhalbeines Elemen-

tes die abh�angige Variable � durch den Ansatz

�(x; y; z) =
mX
j=1

W e
j (x; y; z)�j (1.113)

approximiert wird. Die W e
j (x; y; z) werden als Interpolations- oder auch Formfunktionen

bezeichnet, m ist die Anzahl der Knoten des Elementes und �j der Wert der Variablen

am Knoten j. Im Rahmen dieser Arbeit werden lediglich lineare Formfunktionen und

viereckige Elemente verwendet. Eine wichtige Konsequenz ist, da� auf diese Weise die

Gradienten der unabh�angigen Variable � nicht stetig �uber Elementgrenzen hinweg sind.

Den Konvektions- und Di�usionterm fa�t man zur Elementkoe�zientenmatrix Ke
ij zu-

sammen

Ke
ij = Ke

ij;Konvektion +Ke

ij;Di�usion : (1.114)

Di�usionsmatrix
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Konvektionsmatrix

Die Anwendung dieser Diskretisierungsmethode auf den Konvektionsterm f�uhrt bei hohen

Reynolds-Zahlen zur Instabilit�atdes numerischenVerfahrens. Daher wurde von Schnipke
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[Sch86] die folgende als monoton streamline upwind method bezeichnete Diskretisierung

vorgeschlagen.

Reine Konvektion ist ein Charakteristikenproblem, d.h. der Transport der abh�angigen

Variablen � erfolgt entlang charakteristischer Linien, hier entlang der Stromlinien. Trans-

formiert man den konvektiven Term in Stromlinienkoordinaten so �ndet man

Z

e
W e

"
�Ux
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@x
+ �Uy
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@y
+ �Uz
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@z

#
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e =
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#
d
e (1.116)

Die Diskretisierungbasiert auf der Annahme, da� innerhalbeines Elementes der konvektive

Transport entlang der Stromlinie konstant ist

�Us

@�

@xs
= konstant : (1.117)

Damit kann man diesen Term vor das Integral ziehen und f�ur den Konvektionsterm �ndet

man

Ke

ij;Konvektion = �Us

d�

dxs

Z

e
W ed
e (1.118)

Der Gradient entlang der Stromlinie wird durch eine einfache zentrale Di�erenz

d�

dxS
=

�U � �D

�S
(1.119)

berechnet, wobei der Index D den stromabw�arts gelegenen und der Index U den stromauf-

w�arts gelegenen Wert bezeichnet. Die Bestimmung dieser Werte erfolgt durch Inter-

polation innerhalb des Elementes, wobei die Lage des stromaufw�arts gelegenen Punktes

aus dem Verh�altnis der Massenstr�ome �uber die Elementseiten folgt.

Schnipke [Sch86] zeigt in ihrer Arbeit, da� diese Diskretisierung numerisch robust ist,

ohne aber Ursache hoher numerischer Di�usion zu sein. Wie bei allen numerischen Ver-

fahren kann dies aber nur durch hinreichend feine Netze sichergestellt werden.

Elementquelltermvektor

Der Elementquelltermvektor lautet
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Die hier auftretendenOber
�achentermeheben sich innerhalbdes Str�omungsgebietes gegen-

seitig auf und sind an allen W�anden und Symmetrielinien gleich Null. Setzt man diese

Terme am Einstr�om- und Ausstr�omrand auf Null, so entspricht dies der Anwendung

nat�urlicher Randbedingungen, d.h. die Gradienten der Unbekannten � werden senkrecht

zum Ein- bzw. Ausstr�omrand auf Null gesetzt.
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Koe�zientenmatrix und Quelltermvektor des Gesamtsystems

Die Koe�zientenmatrix und den Quelltermvektor des Gesamtsystems erh�alt man dann

durch Summation �uber alle Elemente

Kij =
NX
j=1

Ke
ij (1.121)

Fi =
NX
j=1

F e
i (1.122)

und das resultierende algebraische Gleichungssytem lautet

Kij�i = Fi : (1.123)

Dieses algebraische Gleichungssystem wird anschlie�end mit einem Standardverfahren

(TDMA) f�ur jede Gleichung gel�ost. Der in den Impulsbilanzen auftretende Druck wird aus

einer dem bekanntenSIMPLER-Verfahren analogenMethode berechnet. Die �Ubertragung

dieses Verfahrens auf die Methode der Finiten Elemente wurde ebenfalls von Schnipke

[Sch86] entwickelt, f�ur n�ahere Einzelheiten sei auf ihre Arbeit verwiesen. Die resultierende

Druckgleichung wird ebenfalls nach dem oben beschriebenen Verfahren diskretisiert. Man

erh�alt dann eine symmetrische und positiv de�nite Koe�zientenmatrix, so da� die Metho-

de der konjugierten Gradienten zur L�osung des Gleichungssystems verwendet werden

kann.

Die numerische Integration (Gau�sche Quadratur) erfolgt dann �uber ein Einheitselement,

auf das das reale Element projeziert wird.

Nacheinander werden zun�achst die Impulsbilanzen, die Druckgleichung und anschlie�end

die Bilanzgleichungen der Turbulenzenergie und Dissipation gel�ost. Aufgrund der Nicht-

linearit�at des Gleichungssytems ist eine iterative L�osung erforderlich, man bezeichnet

dies als die globale oder �au�ere Iteration. Innerhalb einer globalen Iteration wird �uber

die Druckgleichung solange iteriert, bis die Druckgleichung bis zu einem gewissen Ma�e

konvergiert ist. Der gesamte L�osungsproze� wird auch als entkoppelte L�osung (segregated

solution) bezeichnet.

A.2 Implementierung der Turbulenzmodelle

Lineare Modelle mit variablen Koe�zienten

Der lineare Term der algebraischen Reynolds-Spannungsmodelle �andert sich gegen�uber

dem Standardmodell nur insofern, als da� der Koe�zient C�, der zur Berechnung der

turbulenten Viskosit�at (Gl.2.6) ben�otigt wird, eine vom lokalen Str�omungsfeld abh�angige

Gr�o�e ist. Da die Geschwindigkeitsgradienten aufgrund der Verwendung linearer Form-

funktionen nicht stetig �uber Elementgrenzen hinweg sind, w�are eine knotenweise Berech-

nung des lokalenC� nicht konsistentmit der linearenApproximationder Geschwindigkeits-

verteilung innerhalb eines Elementes. Grunds�atzlich ist sie aber m�oglich. Es ist aber sehr

viel einfacher, das lokale C� elementweise zu berechnen und dann innerhalb eines jeden
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Elementes die knotenweise mit C� = 0:09 berechnete Wirbelviskosit�at zu korrigieren. Da

die Variation des C� innerhalb eines Elementes sehr klein ist, gen�ugt es, C� jeweils f�ur die

Elementmitte zu berechnen, d.h. C� wird als konstant �uber das Element angenommen.

Ein Vergleich der in dieser Arbeit berechneten Ergebnisse mit anderen Arbeiten zeigt,

da� diese Methode hinreichend genau ist.

Modi�zierte Dissipationsgleichung

Eine analoge Vorgehensweise wurde f�ur den in den modi�zierten Dissipationsgleichungen

auftretenden vom lokalen Str�omungsfeld abh�angigen Koe�zienten C�;1 gew�ahlt. Auch

hier wird angenommen, da� der Koe�zient konstant �uber ein Element ist und wird daher

jeweils in der Elementmitte berechnet.

Nichtlineare Terme

Der lineare Anteil der Turbulenzmodelle ist bereits durch die turbulente Viskosit�at in die

Bilanzgleichungen implementiert worden. Der zus�atzliche nichtlineare Anteil tritt in den

Impulsbilanzen in der folgenden allgemeinen Form auf

: : : = �@�uiuj
NL

@xj
: (1.124)

Auch diese Terme �uberf�uhrt man durch Multiplikation mit der Gewichtsfunktion Wi in

ihre schwache Form

: : : = �
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W e
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d
e : (1.125)

Partielle Di�erentiation

@W e
i �uiuj

NL

@xj
=W e

i

@�uiuj
NL

@xj
+ �uiuj

NL
@W e

i

@xj
(1.126)

liefert dann
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Der zweite Term der obigen Gleichung kann mit dem Gau�'schen Integralsatz in ein

Ober
�achenintegral �uberf�uhrt werden
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W e

i �uiuj
NLnjdS

e ; (1.128)

wobei nj der Normaleneinheitsvektor ist.

Aufgrund der linearen Approximation des Geschwindigkeitsfeldes und des damit verbun-

denen unstetigen Verlaufs der turbulenten Spannungen �uber Elementgrenzen hinweg,

heben sich diese Ober
�achenterme innerhalb des Str�omungsgebietes nicht gegenseitig auf.

Zumindest bei hinreichender Netzfeinheit wird die resultierende Di�erenz zwischen den

Ober
�achentermen aber sehr klein sein, so da� deren Vernachl�assigung zu keinem gro�en
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Fehler f�uhrt.

An Symmetrielinien und festen W�ande verschwinden die Ober
�achenterme ganz, weil

der Impulstransport senkrecht zur Ober
�ache gleich Null ist. Am Einstr�om- und am

Austr�omrand sind diese Terme gegen�uber dem konvektiven Transport vernachl�assigbar.

Die nichtlinearen Terme liefern also einen zus�atzlichen Quellterm der allgemeinen Form

: : : =
Z

e
�uiuj

NL
@W e

i

@xj
d
e ; (1.129)

der zu dem Quellterm der jeweiligen Impulsbilanz addiert wird.

Die nichtlinearenTerme der Spannungs-Dehnungs-Beziehungwerden also vollst�andig expli-

zit behandelt. Eine implizte Implementierung w�are aufgrund der komplizierten Abh�angig-

keit der turbulenten Spannungen von den lokalen Geschwindigkeitsgradienten sehr auf-

wendig, so da� darauf verzichtet wird.

A.3 Randbedingungen

Die Angabe der Randbedingungen in turbulenten Str�omungen bedarf besonderer Auf-

merksamkeit. Die in dieser Arbeit verwendeten Turbulenzmodelle gelten nur f�ur voll-

turbulente Str�omungen, sie k�onnen also nicht in unmittelbarer Wandn�ahe angewendet

werden. Der wandnahe Bereich wird daher mit universellen Wandfunktionen �uberbr�uckt.

Die Randbedingungen f�ur das Geschwindigkeitsfeld werden mit Hilfe der folgenden uni-

versellen Geschwindigkeitsgesetze bestimmt.

U+ = y+ falls y+ < 11:5

U+ = 1

�
lny++B falls y+ � 11:5

(1.130)

mit � = 0:41; B =
1

�
lnE und E = 7:8 f�ur B = 5:0

Diese Gleichungen werden benutzt, um die lokale Wandschubspannung zu bestimmen, die

sich entsprechend der wandparallelen Geschwindigkeitskomponente Uc am wandnahen

Knoten iterativ aus den obigen Gleichungen errechnen l�a�t. Aus dem Ansatz

�w = �w
Uc

yc
(1.131)

folgt durch einfaches Umstellen

�w =
�w

Uc=yc
; (1.132)

wobei Uc die wandparalle Str�omungsgeschwindigkeit am wandnahen Knoten mit dem

senkrechten Wandabstand yc ist. Nach Einsetzen der universellen Wandgesetze erh�alt

man folgende Bestimmungsgleichung f�ur die Wandwirbelviskosit�at
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�w = �max

"
1;

�y+c
lnEy+c

#
: (1.133)

In dieser Form wird nun kein fester �Ubergangspunkt von der linearen zur logarithmischen

Wandfunktion de�niert, sondern er ergibt sich automatisch, weil der jeweils gr�o�ere Wert

der Wirbelviskosit�at gew�ahlt wird. Bei der Integration der Impulsbilanzgleichungen setzt

man nun diese Wandwirbelviskosit�at im Wandelement ein. Auf diese Weise wird ganz

normal �uber das Wandelement integriert und als Randbedingungen an festen W�anden

m�ussen dort lediglich die Geschwindigkeitskomponenten zu Null gesetzt werden. Eine

gewisse Ungenauigkeit entsteht dadurch, da� bei der Integration bis zur Wand zus�atzlich

zum wandsenkrechten Geschwindigkeitsgradienten auch wandparallele auftreten k�onnen.

In aller Regel wird aber die lokale Turbulenzproduktion und damit die Wirbelviskosit�at

durch den wandsenkrechten Gradienten dominiert, so da� die Fehler sehr klein sein wird.

Diese Wandwirbelviskosit�at ist eine Kunstgr�o�e, sie unterscheidet sich in der Regel sehr

stark von dem Wert, den man nach dem Ansatz von Jones und Launder (Gl.2.6)

erhalten w�urde. Die direkte Integration bis zur Wand kommt der absolut unrealistischen

Approximation des wandsenkrechten Geschwindigkeitsgradienten durch

U1;2 �
Uc

yc
(1.134)

gleich, wobei U1;2 der wandsenkrechte Gradient der wandparallelen Geschwindigkeits-

komponente ist.

Die Wandwirbelviskosit�at korrigiert diese Approximation derart, da� die Geschwindig-

keitsverteilung im Wandelement den universellen Wandgesetzen gehorcht.

Integration der nichtlinearen Terme

Entsprechend des in Flotran realisierten Verfahrens m�ussen auch diese Terme �uber das

Wandelement integriert werden. Betrachtet man zun�achst wieder nur die resultierende

wandparallele Geschwindigkeitskomponente U1;2 und vernachl�assigt die wandparallelen

Geschwindigkeitsgradienten, so liefern die nichtlinearen Terme Ausdr�ucke der Form

: : : = Ci;e�

k3

�2
U2

1;2 ; (1.135)

wobei Ci;e� sich aus den Koe�zienten des jeweiligen nichtlinearen Modells ergibt.

In diesem lokalen Stromlinienkoordinatensystem ergeben die quadratischen Terme keinen

Beitrag zur turbulenten Schubspannung. Da die Wand beliebig im Raum orientiert sein

kann, mu� der resultierende Tensor der turbulenten Spannungen in das globale Koordi-

natensystem transformiert werden, in dem dann auch die turbulenten Schubspannungen

ungleich Null sind. Diese Transformation ist im Prinzip m�oglich, erwies sich aber als

programmtechnisch sehr umst�andlich. Au�erdem w�urde man auf diese Weise die wandpa-

rallelen Geschwindigkeitsgradienten vernachl�assigen, was zwar nicht unbedingt die Unge-

nauigkeit wesentlich vergr�o�ern w�urde, aber inkonsistent zur Behandlung des linearen
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Terms w�are.

Aufgrund dieser Schwierigkeit wurde eine andere, zur Behandlung des linearen Terms

analoge Methode verwendet. Nach Einf�uhrung der Wirbelviskosit�at kann man den nicht-

linearen Term umschreiben zu

: : : = �wU1;2 �
Ci;e�

C�

k

�
U1;2 : (1.136)

Der erste Term bedarf o�ensichtlich keiner weiteren Behandlung, er entspricht gerade

dem linearen Term. Im zweiten Term tritt der Quotient k=� auf, den man aus den

�ublichen Gleichgewichtsrandbedingungen bestimmen k�onnte. Die direkte Integration der

Impulsbilanzenbis zurWand entspricht jedoch, wie schon oben gezeigt, der unrealistischen

Approximation

U1;2 �
Uc

yc
; (1.137)

so da� dieser Term je nach Lage des wandnahen Knoten v�ollig unrealistische Werte

annehmen kann.

In Analogie zurWandwirbelviskosit�atwird nunmit Hilfe der universellenWandgesetze der

Quotient k=� derart bestimmt, da� er eine Korrektur der unrealistischen Approximation

des Geschwindigkeitsgradienten darstellt.

Zun�achst berechnet man mit Hilfe der universellen Wandgesetze ein lokales �c

�w � � : �c =
k

�

�u�

�
(1.138)

�w > � : �c =
k

�

1

�

u�

yc
(1.139)

und erh�alt dann umgekehrt aus

 
k

�

!
w

= �c
yc

Uc

(1.140)

einen zur Wandwirbelviskosit�at analogen Quotienten (k=�)w. Dieser Wandquotient ist

genauso wie die Wandwirbelviskosit�at eine reine Kunstgr�o�e, die die unsinnige Approxi-

mation Geschwindigkeitsgradienten bei direkter Integration �uber das Wandelement korre-

giert. Bei der anschlie�enden direkten Integration �uber das Wandelement treten nun zu-

s�atzlich wandparallele Geschwindigkeitsgradienten auf, die in dem obigen Ansatz nicht

ber�ucksichtigt worden sind. Da aber der Quotient k=� genauso wie die Wandwirbel-

viskosit�at �w durch den wandsenkrechten Geschwindigkeitsgradienten dominiert wird, ist

die dadurch entstehende Ungenauigkeit sehr klein.

Modi�kation der Randbedingungen f�ur den quadratischen Kanal

Die Integration der Impulsbilanzenbis zur Wand f�uhrte bei der Berechnung der Sekund�ar-

str�omungswirbel im quadratischenKanal zu erheblichenKonvergenzschwierigkeiten.Dabei
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traten die Probleme im Eckelement und in den dem Eckelement benachbarten Elementen

auf. Im Verlaufe der Iteration stellten sich lokale Spitzen der Sekund�arstr�omungen ein,

die letztlich zur Divergenz der L�osung f�uhrten. Eine genaue Analyse der Ursachen zeigte,

da� dies auf Konvergenzprobleme der Druckgleichung zur�uckzuf�uhren war. Die lokal sehr

gro�en Sekund�arstr�omungen werden beim L�osen der Druckgleichung derart korrigiert,

da� die Massenbilanz erf�ullt ist. In diesem Fall h�atte das dazu f�uhren m�ussen, da� die

lokalen Maxima verschwinden. Genau dieses aber funktionierte im Eckelement nicht, mit

der Konsequenz, da� die Massenbilanz in der Ecke und einigen benachbarten Elementen

nicht erf�ullt war.

Aufgrund dieser Problematik wurde die Angabe der Randbedingungen f�ur die lateralen

Geschwindigkeitskomponenten(Sekund�argeschwindigkeiten)modi�ziert.Anstelle der Inte-

gration der Impulsbilanzen bis zur Wand, werden die lateralen Geschwindigkeitskom-

ponenten explizit am wandnahen Knoten vorgegeben. Dieses entspricht der auch bei FD-

und FV-Verfahren �ublichenMethode. Die axiale Impulsbilanzwird weiterhin bis zurWand

in der beschriebenen Weise integriert.

Die Randbedingungen f�ur die lateralen Geschwindigkeitskomponenten werden nach einer

vonDemuren undRodi [DR84] vorgeschlagenen Methode bestimmt. Die aus der axialen

GeschwindigkeitskomponenteU1 resultierendeWandschubspannung �w;1 wird in der schon

beschriebenenWeise mit Hilfe des logarithmischenGeschwindigkeitsgesetzes auf Basis der

axialen Geschwindigkeit Uc am wandnahen Knoten ermittelt.

U1 = U�

1

�
ln(Ey+) (1.141)

Die aus den lateralen Komponenten resultierende Wandschubspannung �w;l folgt aus

der Anpassung des logarithmischen Geschwindigkeitsgesetzes an den zweiten Knoten.

Der wandnahe Knoten kann hier nicht verwendet werden, weil dort die Randbedingung

vorgegeben werden soll. Das logarithmische Geschwindigkeitsgesetz wird dabei in einer

von Demuren und Rodi [DR84] vorgeschlagenen Form verwendet

Ul = U�

1

�
ln(Ey+) sin� ; (1.142)

wobei � der Winkel zwischen der resultierenden Wandschubspannung �w;res und der

axialen Wandschubspannung �w;1 ist.

Turbulenzenergie und Dissipation

Die Randbedingungen f�ur die Turbulenzenergieund die Dissipationwerden aus der zus�atz-

lichen Annahme lokalen Gleichgewichts gewonnen. Vernachl�assigt man Konvektion und

Di�usion so erh�alt man f�ur die Turbulenzenergie bzw. Dissipation folgende Ausdr�ucke:

k =
u2�q
C�

� =
u3�
�yc

=
C3=4
� k3=2

�yc
(1.143)

Diese Randbedingungenwerden normalerweise am wandnahenKnoten vorgegeben.Flot-

ran verwendet hier eine etwas andere Methode der Implementierung. Das Programm
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benutzt auch hier die Wandwirbelviskost�at bei der Integration �uber das Wandelement

und der Produktionsterm ergibt sich dann zu

Pk = �w
Uc

yc
= �w

 
Uc

yc

!2
: (1.144)

Mit diesem Produktionsterm kann die Bilanzgleichung der Turbulenzenergie bis zur Wand

integriert werden, wobei der Konvektions- und Di�usionsterm im Wandelement auf Null

gesetzt werden. Die Randbedingung f�ur die Dissipation wird in der auch sonst �ublichen

Weise am wandnahen Knoten vorgegeben.

Korrektur f�ur den quadratischen Kanal

Im Sinne einer m�oglichst genauen Berechnung mu� die oben beschriebene Methode zur

Angabe der Randbedingungen f�ur den quadratischen Kanal korrigiert werden. Im Bereich

der Ecke wird die Str�omung und damit die Turbulenzproduktion durch zwei W�ande

beein
u�t, was in dem oben beschriebenen Verfahren noch nicht ber�ucksichtigt ist. Auch

hier wird wieder eine von Demuren und Rodi [DR84] vorgeschlagene Modi�kation

eingef�uhrt.

Die Randbedingungender Turbulenzenergie und der Dissipationwerden mit einem Faktor

FP in der folgenden Weise korrigiert

k =
u2�q

C�=
p
FP

� = FP
C3=4
� k3=2

�y
; (1.145)

der sich f�ur die Randbedingungen entlang der x2-Achse aus den Geschwindigkeitsgra-

dienten wie folgt berechnet

FP = 1 +

 
@U1

@x2

!2
=

 
@U1

@x3

!2
: (1.146)

Durch Vertauschen der Indizes 2 und 3 �ndet man den enstprechenden Faktor f�ur die x3-

Achse. Dieser Faktor ist am wandnahen Eckknoten gerade gleich 2 und f�allt dann rasch

zur Symmetrielinie auf 1 ab. �Ubertr�agt man diese Korrektur auf die in dieser Arbeit

verwendete Methode, so mu� die Wandwirbelviskosit�at bei der Integration der axialen

Impulsbilanz durch den Faktor FP dividiert werden, w�ahrend der Produktionsterm mit

FP multipliziert werden mu�

��w =
1

FP
�w Pk = FP�w

 
Uc

yc

!2
; (1.147)

wobei �w die noch nicht korrigierte Wandwirbelviskosit�at ist.
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B Abbildungen zu Kapitel 2

Abbildung2.1: Abh�angigkeit des Koe�zienten C�;1 von �.

(links: RNG; rechts: NKE)

C Abbildungen zu Kapitel 3

Ω

x1

x2

2dx
1dU = S

Abbildung 3.2: Rotierende homogene Scherstr�omung.
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Abbildung 3.3: Evolution der Turbulenzenergie f�ur 
=S = 0.
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Abbildung 3.4: Evolution der Turbulenzenergie f�ur 
=S = 0:25.
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Abbildung 3.5: Evolution der Turbulenzenergie f�ur 
=S = 0:5.
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Abbildung 3.6: Asymptotisches Verhalten des Anisotropiefaktors b12.
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Abbildung 3.7: Asymptotisches Verhalten der Anisotropiefaktoren b11 und

b22.
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Abbildung 3.8: C� in Abh�angigkeit von Pk=� f�ur verschiedene Modelle.
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Abbildung 3.9: C� in Abh�angigkeit von � und � nach dem Modell von

Girimaji. (oben: LRR und GLIP; unten: SSG und TB)
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Abbildung 3.10: C� in Abh�angigkeit von � und � nach dem Modell von

Taulbee. (oben: LRR und GLIP; unten: SSG und TB)
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Abbildung 3.11: C� in Abh�angigkeit von � und � nach dem Modell von

Gatski und Speziale. (oben: LRR und GLIP; unten: SSG

und TB)

Abbildung 3.12: C� in Abh�angigkeit von � und � nach dem NKE (links) und

SZL-Modell (rechts).
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a’

a x

x

x’

2

3

2

Abbildung 3.13: Geometrie des quadratischen Kanals.

Abbildung3.14: Sekund�arstr�omungswirbel in einem Quadranten (GIR-TB-

Modell).
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Abbildung 3.15: H�ohenlinien der axialen Geschwindigkeitskomponente

U=Umax in einem Quadranten.
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Abbildung 3.16: Wandschubspannungsverteilung im quadratischen Kanal.
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Abbildung 3.17: Geschwindigkeitsverteilung auf der Symmetrielinie.
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Abbildung 3.18: Geschwindigkeitsverteilung auf der Diagonalen.
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Abbildung 3.19: Turbulenzenergieverteilung auf der Symmetrielinie.
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Abbildung 3.20: Turbulenzenergieverteilung auf der Diagonalen.
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Pu1u2 = �u22U1;2

P
u2
1

= �2u1u2U1;2 P
u2
2

= 0-

�
�
�
�
�
�
�
�� A

A
A
A
A
A
A
AK

Druck-Scher-

Korrelation

u21 � u22 > 0

Abbildung 3.21: Kopplung der turbulenten Spannungen in einer ebenen

Scherstr�omung

Pu1u2 = �u22U1;2 � u21U2;1

P
u2
1

= �2u1u2U1;2 P
u2
2

= �2u1u2U2;1-

�
�
�
�
�
�
�
�� A

A
A
A
A
A
A
AK

Druck-Scher-

Korrelation

u21 � u22

U2;1� U1;2

Abbildung 3.22: Kopplung der turbulenten Spannungen in einer leicht ge-

kr�ummten ebenen Scherstr�omung.
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r

y

H

D

Abbildung 3.23: Geometrie der Staupunktstr�omung.

Abbildung 3.24: Geschwindigkeitspro�l im Radialstrahl.

(Ub =
q
U2
1 +U2

2 , lineare und nichtlineare Modelle).
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Abbildung 3.25: Verteilung der Turbulenzenergie im Radialstrahl.

(lineare und nichtlineare Modelle).
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Abbildung 3.26: Umstr�omung des NACA 0012 Trag
�ugels. (SKE)

Abbildung 3.27: Umstr�omung des NACA 0012 Trag
�ugels. (NKE)

Abbildung 3.28: Umstr�omung des NACA 0012 Trag
�ugels. (GIR-TB)

Abbildung 3.29: Umstr�omung des NACA 0012 Trag
�ugels. (SZL)
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Abbildung 3.30: H�ohenlinien der Turbulenzenergie 100k=U2

Ref
an der Nase

des NACA 0012 Trag
�ugels. (links: SKE-Modell; rechts:

NKE-Modell)

Abbildung 3.31: H�ohenlinien der Turbulenzenergie 100k=U2

Ref
an der Nase

des NACA 0012 Trag
�ugels. (links: GIR-TB-Modell; rechts:

SZL-Modell)
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A

B

C

D

RefU m/s

30.48

22.86 18.10

2.86

5.72

5.72

= 0.823

= b

x

Abbildung 3.32: Geometrie der rezirkulierenden Raumstr�omung.

Alle Ma�angaben in cm.

Abbildung 3.33: Vektordarstellung des Geschwindigkeitsfeldes.

(links: SKE; rechts: GIR-SSG)
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Abbildung 3.34: Geschwindigkeitsverteilung der rezirkulierenden

Raumstr�omung.
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Abbildung 3.35: Turbulenzenergieverteilung der rezirkulierenden

Raumstr�omung.

Abbildung 3.36: Pk=�- und C�-Verteilung in der rezirkulierenden

Raumstr�omung.
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D Abbildungen zu Kapitel 4

D.1 Ergebnisse der Str�omung �uber eine zur�uckspringende Stufe

α

Eckwirbel Rezirkulationsgebiet
kleiner

Trennstromlinie

neue Wandgrenzschicht

Wiederanlegepunkt

U Ref

x

y

H

8H

Abbildung 4.37: Geometrie der zur�uckspringenden Stufe.

Abbildung 4.38: Darstellung des 180�80-Netzes.
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Abbildung 4.39: Pro�le der Geschwindigkeit, der Turbulenzenergie und

der turbulenten Schubspannungen f�ur verschiedene Netze

berechnet mit dem SKE-Modell. (� = 0�)



D ABBILDUNGEN ZU KAPITEL 4 111

Abbildung 4.40: Pro�le der Geschwindigkeit, der Turbulenzenergie und

der turbulenten Schubspannungen f�ur verschiedene Netze

berechnet mit dem NKE-Modell. (� = 0�)
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Abbildung 4.41: Cf -Verteilung an der stufenseitigen Wand f�ur verschiedene

Netze berechnet mit dem SKE-Modell. (� = 0�)

Abbildung 4.42: Cf -Verteilung an der stufenseitigen Wand f�ur verschiedene

Netze berechnet mit dem NKE-Modell. (� = 0�)
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. . . ... Fortsetzung



D ABBILDUNGEN ZU KAPITEL 4 114

Abbildung 4.43: Stromlinien hinter der zur�uckspringenden Stufe.

(� = 0�, lineare Modellvarianten)
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. . . ... Fortsetzung
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Abbildung 4.44: Stromlinien hinter der zur�uckspringenden Stufe.

(� = 6�, lineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.45: Geschwindigkeitsverteilung hinter der Stufe.

(� = 0�, lineare Modellvarianten).
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Abbildung 4.46: Geschwindigkeitsverteilung hinter der Stufe.

(� = 6�, lineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.47: Cf -Verteilung an der stufenseitigen Wand.

(� = 0�, lineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.48: Cf -Verteilung an der stufenseitigen Wand.

(� = 6�, lineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.49: CP -Verteilung an der stufenseitigen Wand.

(� = 0�, lineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.50: CP -Verteilung an der stufenseitigen Wand.

(� = 6�, lineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.51: Pro�le der turbulenten Schubspannung hinter der Stufe.

(� = 0�, lineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.52: Turbulenzenergieverteilung, hinter der Stufe.

(� = 0�, lineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.53: Verteilung der turbulenten Schubspannung hinter der Stufe.

(� = 6�, lineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.54: Turbulenzenergieverteilung hinter der Stufe.

(� = 6�, lineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.55: Cf -Verteilung an der stufenseitigen Wand.

(� = 0�, lineare und nichtlineare Modellversion)

Abbildung 4.56: Cp-Verteilung an der stufenseitigen Wand.

(� = 0�, lineare und nichtlineare Modellversion)
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Abbildung 4.57: Cf -Verteilung an der stufenseitigen Wand.

� = 6�, lineare und nichtlineare Modellversion)

Abbildung 4.58: CP -Verteilung an der stufenseitigen Wand.

(� = 6�, lineare und nichtlineare Modellversion)
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Abbildung 4.59: Pro�le der Geschwindigkeit, Turbulenzenergie und

turbulenten Schubspannung hinter der Stufe.

(� = 0�, lineare und nichtlineare Modellversion)
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Abbildung 4.60: Cf -Verteilung an der stufenseitigen Wand.

(� = 0�, lineare und nichtlineare Modellversion)

Abbildung 4.61: Cp-Verteilung an der stufenseitigen Wand.

(� = 0�, lineare und nichtlineare Modellversion)
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Abbildung 4.62: Cf -Verteilung an der stufenseitigen Wand.

� = 6�, lineare und nichtlineare Modellversion)

Abbildung 4.63: CP -Verteilung an der stufenseitigen Wand.

(� = 6�, lineare und nichtlineare Modellversion)
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Abbildung 4.64: Pro�le der Geschwindigkeit, Turbulenzenergie und

turbulenten Schubspannung hinter der Stufe.

(� = 0�, lineare und nichtlineare Modellversion)
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Abbildung 4.65: Pro�le der Geschwindigkeit, Turbulenzenergie und

turbulenten Schubspannung hinter der Stufe.

(� = 6�, lineare und nichtlineare Modellversion)
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Abbildung 4.66: Pro�le der turbulentenNormalspannungen hinter der Stufe.

(� = 0�, lineare und nichtlineare Modellversion)
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Abbildung 4.67: Pro�le der turbulentenNormalspannungen hinter der Stufe.

(� = 6�, lineare und nichtlineare Modellversion)
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Abbildung 4.68: Stromlinien hinter der zur�uckspringenden Stufe.

(� = 0�, nichtlineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.69: Stromlinien hinter der zur�uckspringenden Stufe.

(� = 6�, nichtlineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.70: Cf -Verteilung an der stufenseitigen Wand.

(� = 0�, nichtlineare Modellvarianten)

Abbildung 4.71: CP -Verteilung an der stufenseitigen Wand.

(� = 0�, nichtlineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.72: Cf -Verteilung an der stufenseitigen Wand.

(� = 6�, lineare und nichtlineare Modellvarianten)

Abbildung 4.73: CP -Verteilung an der stufenseitigen Wand.

(� = 6�, lineare und nichtlineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.74: Pro�le der Geschwindigkeit, Turbulenzenergie und

turbulenten Schubspannung hinter der Stufe.

(� = 0�, nichtlineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.75: Pro�le der turbulentenNormalspannungen hinter der Stufe.

(� = 0�, nichtlineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.76: Pro�le der Geschwindigkeit, Turbulenzenergie und

turbulenten Schubspannung hinter der Stufe.

(� = 6�, nichtlineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.77: Pro�le der turbulentenNormalspannungen hinter der Stufe.

(� = 6�, nichtlineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.78: C�- und Pk=�-Verteilung hinter der zur�uckspringenden

Stufe. (� = 0�, lineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.79: Wiederanlegel�ange f�ur verschiedene Winkel �.
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D.2 Ergebnisse der Umstr�omung des 2-dimensionalen H�ugels

URef

Wiederanlegepunkt

Abloesepunkt
Rezirkulationszone

y

x

XR

H

Abbildung 4.80: Geometrie der H�ugelstr�omung.

Abbildung 4.81: Darstellung des f�ur die Berechnungen verwendeten Netzes.
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Abbildung 4.82: H�ohenlinien der Stromfunktion.
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Abbildung 4.83: H�ohenlinien der Stromfunktion.(Lineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.84: H�ohenlinien der Stromfunktion.

(Nichtlineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.85: Geschwindigkeitsverteilung an verschiedenen axialen Posi-

tionen hinter dem H�ugel.(lineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.86: Geschwindigkeitsverteilung an verschiedenen axialen Posi-

tionen hinter dem H�ugel.

(oberes Bild: nichtlineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.87: Verteilung der Turbulenzenergieund der turbulentenSchub-

spannung an verschiedenen axialen Positionen hinter dem

H�ugel.
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Abbildung 4.88: Verteilung der Turbulenzenergie und turbulenten Schub-

spannung an verschiedenen axialen Positionen hinter dem

H�ugel. (lineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.89: Verteilung der Turbulenzenergieund der turbulentenSchub-

spannung an verschiedenen axialen Positionen hinter dem

H�ugel. (nichtlineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.90: Verteilung der Turbulenzenergieund der turbulentenSchub-

spannung an verschiedenen axialen Positionen hinter dem

H�ugel.
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Abbildung 4.91: Berechnete H�ohenlinien der Turbulenzenergie k=URef10
3.
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Abbildung 4.92: Berechnete H�ohenlinien der Turbulenzenergie k=URef10
3.

(Lineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.93: Berechnete H�ohenlinien der Turbulenzenergie k=URef10
3.

(Nichtlineare Modellvarianten)
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Abbildung 4.94: Turbulente Normalspannungen an verschiedenen axialen

Positionen hinter dem H�ugel.
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Abbildung 4.95: Turbulente Normalspannungen an verschiedenen axialen

Positionen hinter dem H�ugel(lineare Modellvarianten).
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Abbildung 4.96: Turbulente Normalspannungen an verschiedenen axialen

Positionen hinter dem H�ugel (nichtlineare Modelle).
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Abbildung 4.97: Turbulente Normalspannungen an verschiedenen axialen

Positionen hinter dem H�ugel.
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Abbildung 4.98: Stromlinien - Vergleich der linearen und nichtlinearen

Modellversion.

Abbildung 4.99: H�ohenlinien der Turbulenzenergie k=URef10
3 - Vergleich der

linearen und nichtlinearen Modellversion.
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Abbildung 4.100: Geschwindigkeits- und Turbulenzenergieverteilung an

verschiedenen axialen Positionen hinter dem H�ugel -

Vergleich der linearen und nichtlinearen Modellversion.
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Abbildung 4.101: Turbulente Schubspannung an verschiedenen axialen

Positionen hinter dem H�ugel - Vergleich der linearen und

nichtlinearen Modellversion.
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Abbildung 4.102: Turbulente Normalspannungen an verschiedenen axialen

Positionen hinter dem H�ugel - Vergleich der linearen und

nichtlinearen Modellversion.
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